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Resumo. Neste artigo, apresenta-se um estudo da construcao da trigono-
metria hiperbdlica e de suas fungoes a partir do grafico de uma hipérbole. O
ponto de partida é o conceito de setor da hipérbole equilatera, comparando-
o com o setor circular. Utiliza-se elementos da Geometria Euclidiana Plana,
Geometria Analitica e Logaritmo, evitando o uso do calculo diferencial e
integral, como em outras abordagens. O artigo é voltado para estudantes
e professores do ensino médio envolvidos em projetos de iniciacao cientifica
e em disciplinas especificas de matematica e suas tecnologias.

Abstract. This paper presents a study of the construction of hyperbolic
trigonometry and its functions, starting from the graph of a hyperbola.
The starting point is the concept of the sector of the equilateral hyperbola,
comparing it to the circular sector. Elements of Plane Euclidean Geometry,
Analytic Geometry, and Logarithms are used, avoiding the use of differen-
tial and integral calculus, as in other approaches. The paper is aimed at
high school students and teachers involved in scientific initiation projects
and in specific disciplines of mathematics and its technologies.

1. Introducao

Em livros de Célculo Diferencial e Integral, como por exemplo Stewart (2009,
v.1),podemos nos deparar com uma abordagem da trigonometria hiperbdlica de tal
forma que primeiramente sao apresentadas as duas razoes trigonométricas basicas,
seno e cosseno hiperbdlicos de x € R definidas por

et —e™® et +e’*

h - h = —_——
senn B e cosnx 9 5

respectivamente, onde e ~ 2,71 é uma constante denominada de nimero de Euler.
Posteriormente, utilizando-as para definir a tangente, a cotangente, a secante e a
cossecante hiperbodlicas da seguinte forma:

senh z et —e "
tghx = ou tghy = ———;
cosh z et e
coshz et +e "
cotghx = ou cotghr = ——;
senh x eT —e %
1 2
sechz = ou seche = ——;
cosh z et +e T
1 2
cossechx = ou cossechy = ——-
senh z eT — e T
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E ainda nesse contexto é mostrado que um ramo de uma hipérbole pode ser parame-
trizado pelo seno e o cosseno hiperbdlicos. Em suma, primeiramente define-se o seno
hiperbdélico e o cosseno hiperbélico a partir de suas formulas matematicas para entao
analisar a correspondéncia com a hipérbole. Além disso, McMahon (1906) apresenta
uma cor%stru(;zéo da trigonometria hiperbdlica relacionando a area %e um2 setor da
elipse — + - =1 com a area de um setor da hipérbole equiléuteragc—2 — y_2 = 1.

a b a b

Autores como Carvalho (2005), Vasconcelos (2013) e Mingoranci (2016) apre-
sentam um estudo das fungoes trigonométricas hiperbdlicas definindo a abscissa e
ordenada de um ponto sobre a hiperbéle equildtera x? — 3> = 1 como cosseno hi-
perbdlico e seno hiperbdlico, respectivamente, cujo argumento esté relacionado ao
valor numérico da area de um setor hiperbdlico. Para explicitar as férmulas das

razoes trigonométricas hiperbodlicas em funcao do argumento, utilizam-se da relagao

entre as curvas y = o e 72 — y?> = 1 e aplicando resultados do célculo diferencial e
x

integral.

O objetivo deste artigo é apresentar um estudo sobre a construcao da tri-
gonometria hiperbdlica a partir do grafico de uma hipérbole e também utilizando
o conceito de area e de logaritmo, e s6 entao apresentar as férmulas matematicas
que as definem, evitando o uso do célculo diferencial e integral, como em outras
abordagens. Destacamos que este artigo é parte de uma dissertagao produzida no
Mestrado Profissional em Matemética-PROFMAT (SANTOS, 2014), realizada na
Universidade Federal de Roraima-UFRR, escrita pelo primeiro Autor sob orientagao
do segundo Autor.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: Na Secao 2 sao apresenta-
das as razoes trigonométricas hiperbdlicas, definidas a partir de um setor hiperbdlico
e fazendo analogia com o setor circular. Na Secao 3, é apresentado uma interpretacgao
geométrica de cada razao trigonométrica hiperbdlica. Ja na Secao 4, o objetivo é
apresentar um estudo sobre a conexao entre as trigonometrias: hiperbélica e circular.
Na Secao 5, sao apresentadas as féormulas das razoes trigonométricas hiperbdlicas
do argumento «. Por fim, na Segao 6, sao apresentadas as fungoes trigonométricas
hiperbdlicas e os respectivos graficos, onde foi usado o software GeoGebra para
obtencao dos mesmos.

2. A Funcao «

Este trabalho foi desenvolvido tomando-se como ideia principal a construcao
das funcoes trigonométricas hiperbdlicas a partir da interpretacao grafica de um
setor hiperbdlico e fazendo uma anologia com o setor circular.

Dada uma circunferéncia de raio medindo r, por definicao, um arco de com-

l

primento [ dessa circunferéncia possui medida « radianos com o € R, se a = —.

Dai, numa circunferéncia unitéria (de raio 1) temos o = [. Por outro lado, sabe—ge
também que o comprimento dessa circunferéncia é 27. Além disso, a drea de um
setor circular é diretamente proporcional ao comprimento do arco referente a esse
setor, consequentemente, diretamente proporcional a medida deste arco. Com isso,
localizando a circunferéncia unitaria num sistema cartesiano OXY com centro em
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0(0,0), fixando o ponto A(1,0), tomando B, um ponto sobre a circunferéncia e
denotando a drea do setor circular AOB por A(40p), sendo a radianos a medida do

angulo AOB , temos:

Aoy +— arad (1)
T +—— 27mrad

Logo, de , a=2-Auos)-

Motivados pela igualdade anterior, daremos a seguinte definicao para o
argumento hiperbdlico:

Definigao 2.1. Sejam O(0,0), A(1,0) e H = {(z,y) € R*2?> —¢y* = 1,z > 1},
definimos o argumento hiperbdlico (ou angulo hiperbdlico) pela fun¢ao o : H — R
tal que para todo ponto B(x,y) € H, temos:

_ J 2404wy sey 20
az,y) = { —2A104(y) sey <0

onde Apa(zy) ¢ a medida da drea do setor OAB limitado por OA, OB e H.

Veja os graficos a seguir, onde a Figura [1) mostra o setor angular circular, e
a Figura [2] um setor angular hiperbdlico.

Figura 1. Setor angular circular

B

Fonte: Santos (2014)

Figura 2. Setor angular hiperbdlico
Y
14

,1_
Fonte: Santos (2014)

Uma definicao andloga a apresentada anteriormente pode ser encontrada em
Carvalho (2005).

Note que quando B = A, a = 0 e que cada setor hiperbdlico OAB possui
uma unica medida de area. Dessa forma, a medida do “angulo hiperbdlico” esta
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bem definida.

Dado que o ramo hiperbdlico considerado na definicao [2.1] é uma curva simétrica
com relacao ao eixo OX, a funcao « possui a seguinte propriedade: para todo
y € R tal que o ponto B(z,y) € D(a)(dominio da funcao «), a(z,y) = —a(z, —y).
A seguir, apresentaremos uma definicdo para: o cosseno hiperbdélico (cosh), o seno
hiperbdlico (senh), a tangente hiperbélica (tgh), a secante hiperbdlica (sech) e a
cossecante hiperbodlica (cossech).

Definigao 2.2. Considere a e B(z,y) apresentados na Defini¢ao , define-se o seno,
cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante, hiperbdlicas, respectivamente
por:

1. cosha = z;

2. senh a = y;
h
3. tgha = >en a;
(3osho}zl
4. cotgha = M, se a #£ 0;
senh «v
5. secha = :
SR = osha
6. cossecha = , se a # 0.
senh a

Teorema 2.1 ( Identidade Fundamental da Trigonometria Hiperbdlica). Seja o um
ndmero real, entao

cosh? o — senh? o = 1.

Demonstracao. Dado que o ponto B(x,y) pertence & hipébole z? — y? = 1, temos,
imediatamente da Definicao que: cosh? a — senh? o = 1. O

Propriedade 2.1. Seja o um numero real. segue que:

1. cosha =1 e senh a = 0 se, e somente se, o = 0;

sech?a =1 — tgh®
cossech? a = cotgh? o —

2. se a > 0, entao senha > 0, e se a < 0, entao senh a < 0;
3. cosha > 1;

4. cosha = cosh (—a) e senh o = —senh (—a);

5. cosha > [senh a;

6. |tgha| < 1;

7.

8.

—_

Demonstracao:

Tomemos o € R. Entao a = a(x,y), onde B(z,y) é um ponto do ramo
direito da hipérbole 2% — ? = 1.
1. Dado que por definigao, a(x,y) = 0 se, e somente se, z = 1 e y = 0, segue
da definicao de seno e cosseno hiperbdlicos, que cosha =1 e senha = 0 se,
e somente se, a = 0.
2. i) Se a > 0, da Definigao tem-se que y > 0. Assim, da defini¢ao de
seno hiperbdlico, segue que senh a > 0.

RCT v.11 (2025) ISSN 2447-7028




RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

www.revista.ufrr.br/rct

i1) Se o < 0, da Definicao tem-se que y < 0. E portanto senh a < 0.

3. Pela Definicao temos que x > 1. Segue deste fato que cosha > 1.
4. Visto que, para cada « € R, a(z,y) = —a(x, —y), temos da Defini¢ao
que:
i) cosha = x = cosh (—a);
i1) senh (—a) = —senh «, pois sendo senh o = y entdo senh (—a) = —vy.
5. Aplicando a identidade fundamental da trigonometria hiperbdlica, temos
|cosh | > |senh «|. Visto que cosha > 0, segue o resultado.
6. Pela Propriedade (6.) segue que

cosha - (cosha)™ > [senh | - (cosha)™?,

o que nos dé [tgha| < 1.
7. Pela identidade fundamental da trigonometria hiperbdlica, tem-se

(cosh? & — senh® ) - (cosh® a) ™' = 1 - (cosh® a)™".

Portanto, sech? « = 1 — tgh? .

8. Considere o # 0. Pela identidade fundamental da trigonometria hiperbdlica,
temos
(cosh? & — senh? @) - (senh® @) ™' = 1 - (senh? )™,
o que nos da: cossech? o = cotgh® a — 1. 0

3. Interpretacao Geométrica das Razoes Trigonométrica Hiperbdlicas

Tendo definido as razoes trigonométricas hiperbdlicas, nesta secao uma in-
terpretacao geométrica é apresentada.

Considere o ponto B onde sua abscissa é cosh « e sua ordenada é senh a.
Para localizar geometricamente tgh « e cotgh «, considere a € R tal que o = a(B).
Sejam as retas r : x = lery : y = 1; os pontos A,C, D e D' sao tais que
A(1,0), 1 N OB = {C}, a0 = {D} e D'(0,1). Além disso, toma-se X' e
Y’ tais que X'(cosha,0) e Y'(0,senh ar). Os pontos C' e D sao tais que C(1,tgh )
e D(cotgha,1). A Figura ilustra o caso a > 0 e a Figura , o caso o < 0.

Figura 4. tha,cotha,a <0
Y,

Figura 3. tha, cotha,a >0

0.54

~0.54

y, _____________ /-___I

14

Fonte: Santos (2014). Fonte: Santos (2024).
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De fato, temos OA = 1, BX’ = |senha| e OX’ = cosha. Por outro lado,
OAC = OX'B =90° e AOC = X'OB (possuem lados comuns). Dai, AX'OB ~
ANAOC. Logo,

1 S
¢ _ L istos Ao = lsenhel
BX OX'

2
cosh v @)
Tem-se também X’OB = ODD' (angulos alternos internos) e OX'B = OD'D
(angulos retos). Ou seja, AX'OB ~ ADD'O. Com isso,

D'D 1

W = ﬁ’ 1sto é, D'D

(3)

De e de , conclui-se que tgha = AC e cotgha = D'D, se o« > 0;
teha = —AC e cotgha = —D'D, se o < 0. Para localizar geometricamente as
razoes trigonométricas hiperbdlicas cossech e sech, toma-se, arbitrariamente, o € R
tal que @ = «(B). Considere a circunferéncia unitdria S com centro em O(0,0);
os pontos X’(cosha,0) e Y'(senh,0);D € OY tal que X'D tangencia S* em E;
e C € OX de modo que EC seja a altura do AOEX' com relacado OX’. Nestas
condicoes, OC = sech a e DE = |cossech a|. A Figura |5 ilustra o caso o > 0
e a Figura [, o caso o < 0.

Figura 5. secha, cossecha, a0 > 0 Figura 6. secha, cossecha, v < 0
Y Y
V1
DA
] ¢ A X'
0 X
I
I
I
I
1
l
1
0 — £ \
Y-'u— —————————————
Dl
Fonte: Santos (2014). Fonte: Santos (2024).
Para mostrar esse fato, primeiramente, mostremos que E X’ = |[senh«a|. De

fato, pois DX'1OE, j4 que DX’ tangencia S' em E, OF =1, e OX' = cosh «, pelo
Teorema de Pitagoras,

EX” +12=0X", isto 6, EX" = cosh®a — 1. (4)
Aplicando a identidade fundamental da trigonometria hiperbdlica em , obteremos:

EX" = senh?q, isto é, EX' = |senh a. (5)
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Visto que X'0OD 6 reto, e OELDX', temos que DE.EX' = OF = 1. Segue deste
fato e de que:
[ 1

E - :
|senh ¢

(6)

Os angulos OEC ¢ CEX' sio tais que OEC + CEX' = 90° (OEX’ é reto); por
outro lado, CEX' + CX'E = 90° (sao angulos complementares). Logo, CX'E =
OEC. Como os AOCE e AOEX' retos em C' e E. respectivamente, conclui-se que
ANOCE ~ ANOEX'. Dal,

oc  OF . , OC 1
_ = =, 1sto e, — = . (7)
OF 0OX' 1 cosh a

Portanto, dos resultados obtidos em @ e em , respectivamente, conclui-se que:

DE = |cossecha| e OC = secha.

4. Conexao entre trigonometria hiperbdlica e trigonometria circular

Nesta se¢ao, tem-se o objetivo de identificar uma conexao entre a trigonome-
tria hiperbdlica e a trigonometria circular.

Inicialmente, considere o ramo direito da hipérbole equildtera H : 22 —y? = 1
e os pontos 0(0,0), A(1,0) e B(x1,y1) com z; > 1. Consideremos o caso y; > 0; o
caso y; < 0 segue de modo andlogo. O dobro da medida da area do setor hiperbdlico
AOB segue com a mesma denotacao «. Observe que a > 0. Considere agora a
circunferéncia S : 22 +y? = 1 e B’ no primeiro quadrante, o ponto de inteseccao
da reta tangente a S' que passa por A’'(z,0). Seja 3 o dobro da medida da drea do
setor circular AOB’. Observe que 0 < 8 < g e a medida, em radianos, de AOB' ¢

B. A primeira e a segunda situgoes estao ilustradas, nesta ordem, pelas Figuras[7| e

Bl

Figura 7. Setor hiperbolico AOB

Fonte: Santos (2014).
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Figura 8. Setor circular AOB’

Y
— ,

0 A -’Ek{

Fonte: Santos (2014)

Da definicao de cosseno hiperbdlico,
x1 = cosh a. (8)

Por outro lado, da trigonometria no triangulo retangulo, teremos:

r1 = secf. 9)
De e @[}, teremos
cosh a = secf3. (10)
Sendo
tg?f = sec’B —1 (11)
e
senh? o = cosh® o — 1. (12)
Entao, de , e , segue que
senh? o = tg?4 , isto é, senha = tgf. (13)
E de e , obtem-se que
t
tgha = g_ﬁ , isto é, tgha = senf. (14)
secf
e
secf . )
cotgha = ot isto é, cotgh a = cossecp. (15)
g
Por fim, de
secha = , isto é, secha = cosf. (16)
sec
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E de (T3)

1
cossecha = — | isto é, cossech a = cotg . (17)

tgp
As igualdades obtidas em , , , , e apresentam uma conexao

entre a trigonometria hiperbdlica e a trigonometria circular. Mais precisamente,
relaciona a area de um setor hiperbdlico com a area de um setor circular.

5. Explicitando a fungao a e as formulas das razoes trigonométricas hiperbdlicas

Nosso principal objetivo nesta secao é determinar as formulas matemaéticas
das razoes trigonométricas hiperbdlicas do argumento «. Mais precisamente, as
formulas para o seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante hi-
perbolicas.

Inicialmente vamos rotacionar de um angulo 0, ¢; = (1,0) e e3 = (0,1),
vetores ortonormais na direcao OX e OY', respectivamente, no sentido horario, para
obtermos um novo sistema OY’X".

- [ cosf sen@] H} )

-senf cosf

-senf cosb

G [ cost) sen@] [H (19)

Portanto, v] = (cosf, —senf) e v5 = (senf, cosf) com 6 € R.
Seja P = (z,y), como v7 e ¥3 sdo ortonormais, existem nimeros z’,y" € R tais que

OP — 2’01 + y'vs. (20)

Logo, 2’ e 3y sdo coordenadas do ponto P com relacao ao sistema OY’X’. Como

(z,y) = 2'vi + y'v5 (21)
temos que

x = cosfx’ + senfy’ (22)

y = -senfx’ + cosfy’
Ou seja,

x cosf  senfl x
{y]_[—serﬁ COSG] [y’] (23)
Portanto,
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x! cosfl -senf x
{y’]_{senﬁ cos@}{y}' (24)

Assim, seja B € H na Defini¢ao No sistema OY X, tem-se B(z,y).
Considere § = 7 em , isto é, uma rotacao no sentido horario, consequentemente,
no sistema OY’ X’ tem-se B(z',y') de modo que:

Viivi,

—r——Y=0

2 2 25
s (25)
PR

Do sistema de equagoes ([25)), teremos:
1
/ . / — _. 26
vy =3 (26)
1
Ou seja, no sistema OY’X’, obtemos H' = {(2',¢/)|2’ -y = 5}
Definigao 5.1. Sejam os pontos A(1,0), B(z,y) € H'. Considerey > 0e A" e B’ sendo
as projegoes de A e B, respectivamente, no eixo OY’; considere também y < 0 e

A’ e B’ sendo as projecoes de A e B, respectivamente, no eixo OX’; definimos por
regiao AA'B'B a regiao limitada por H' e a poligonal aberta AA’B’B.

As Figuras [9] e [10] ilustram os casos y > 0 e y < 0, respectivamente, da
Definicao 5.1

Figura 9. Triangulo OBB’, y > 0

v ol

Fonte: Adaptado, Carvalho (2005).
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Figura 10. Tridngulo OBB’, y < 0

Fonte: Adaptado, Santos (2014)

V2
2

De ambos os casos da Definicao , tem-se OA’ = = A’A. Dal, a area

do triangulo retangulo AA’O mede i

Para o casoy > 0, BB’ = 2’ ¢ OB’ = y/. Desta forma, considerando (26)), conclui-se
que a area do triangulo retangulo O BB’ mede:

/ /

x -y 1
2 4

(27)

Para o casoy < 0, BB’ = ¢/ e OB’ = 2. Desta forma, considerando (26]), conclui-se
que a area do triangulo retangulo O BB’ mede:

-y 1
= — 2
5 =1 (28)

Ou seja, AA'O e OBB’ possuem éareas iguais.
Denotando por

Aanp By, Aos By, Aaon), Awoay e Asos)

as areas: da regiao AA'B’'B; das regides limitadas: por H' e a poligonal aberta
AOB’'B; por H' e a poligonal aberta AOB; pelo triangulo AOA’; e pelo triangulo
BODB', respectivamente, temos:

{A(AOA’)+A(AA’B’B) = Awopb) (29)

Aoy + Aoy = Awop )
Portanto, dado que Ax0a) = Asos, segue de o resultado a seguir
Aoy = Aaap By (30)

Precisa-se calcular a medida da area da regiao AA’B'B.
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Inicialmente, consideremos o lugar geométrico

= {(xé)x>0} (31)

que ¢é o ramo positivo da hipérbole equilatera xy = 1, e estudar a area da regiao
limitada por esse ramo hiperbdlico, pelo eixo OX. Para realizar o cdlculo da
referida drea precisamos da seguinte proposicao, cuja a demonstracao encontra-se
em Lima et. al (2006, v.1, p. 2018 - 2022).

Proposigao 5.1. Dado o lugar geométrico H” e definindo por faixa hipebdlica H”? a
regiao limitada superiormente por H”, inferiormente por OX e lateralmente pelas
retas * = a e v = b, entdo a area da regiao H"{ é dada pela fungao f tal que

f(x) =Inz,Vor € RT,
onde Inx = log, .

Calculemos, agora, a area da regiao AA’B’B. Consideremos o lugar geométrico

H" = {(x,i) ;x>0},
2x
"

e tomemos a faixa V32 Seja também a faixa H"{ na hipérbole 7.7 = 1, onde T =
V22 e T = v/2y. Sendo assim, observa-se que H”} é uma transformacao (ampliagao)
da faixa H”’%/Q. O fator de ampliacdo é /2, isto é, H’”f/i/Z e H"{ representam

regides (figuras) semelhantes de razio de semelhanca igual a v/2. Ver as Figuras
e

Figura 11. Faixa na hipérbole em OYX
Y\

Fonte: Santos (2014).
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Figura 12. Faixa na hipérbole em OY X

Fonte: Santos (2014).

Nomeando por A e A as areas das faixas H"” f@ /o € H'"{, respectivamente e conside-

rando que “a razao entre areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao
de semelhanca” (LIMA, 2006, p. 106), tem-se que:

1

Por outro lado, pela Proposicao A = InZ, ¢ sendo T = /2, por obteremos
1

A= §ln\/§x (33)

Retomamos a regiao AA’B’'B. Considerando a Definicdo [5.1] as faixas hiperbdlicas
de que trata a Proposicao [5.1| para a regiao AA’B’B no sistema OX'Y” sdo:

/ 1
1. Se y > 0, temos a faixa Hlf/i/za isto é, A(aapB) = —Inv2z';
. /y/ . ’ _ /
2. Se y < 0, temos a faixa H Va2 isto é, Aaarpp) = §ln\/§y )

Relembrando que Aaa'p'B) = Aja0(zy)), considerando o resultado anterior e ,
conclui-se que:

1 2 2 1
§ln\/§ §x+§y = §ln(a:+y),sey20
Aoy = (34)
7 1 2 2 1
§ln\/§ %x - %y = §ln (x —y),sey<0.
Pela Definicao , segue de que:
[ In(z+vy), sey>0
a(z,y) = { -In(z —y), sey<0 (35)

Pretende-se determinar as férmulas matematicas das razoes trigonométricas hi-
perbdlicas em funcao do argumento «. Para isso, tomemos a equagao que apresenta
a em termos de x = cosh a e de y = senh «, mostrada anteriormente. Além disso,
considerando que:
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1. InB* = kinB para todo k, B € R tal que 8 > 0;
2. se (r,y) € D(a), entao (v +y) ' = (z —y);
3. a exponencial de base e é a funcio inversa do logaritmo natural (In).

Entao,

{ In(z +y) =« se, e somente se, { cosh o + senh o = e (36)

In(x —y) = —« cosha —senha =e~

Resolvendo o sistema de equagoes da direita dado em , obteremos:

cosha = % e senha = %- (37)

A partir das igualdades dadas em , tem-se que as féormulas para a tangente, a
cotangente, a secante e a cossecante hiperbdlicas sao:

ea — e*& 62& _ 1
R T e
e“+e @ e 4+ 1
cotgha = pr— ou cotgha = T 1;
2 2e”
sechay = —— ou secha = ———;
ex 4 e—a 620‘ + 1
2 2e
cossechay = —— ou cossech o = .
e¥ —e @ e?x —1

6. Funcoes trigonométricas hiperbodlicas

Nesta secao, o objetivo é apresentar as funcoes trigonométricas hiperbdlicas
canonicas de dominio R ou o maior subconjunto possivel de R. Sera feita também
a representagao grafica de cada funcao. Os graficos apresentados foram obtidos
utilizando o Software GeoGebra, contudo, podem ser construidos com as técnicas
do Calculo Diferencial.

Defini¢ao 6.1. A fungao trigonométrica seno hiperbdlico senh : R — R é definida
por:

(&

Vr € R, senhx = — ¢

2

Propriedade 6.1. A funcao seno hiperbdlico é:
1. uma funcao impar;
2. ¢é bijetora;
3. é uma funcao estritamente crescente.
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Figura 13. Grafico da funcao seno hiperbdlico
1Y

Yy = senhx

2

1
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=2

Fonte: Santos (2014).

Defini¢ao 6.2. A fungao trigonométrica cosseno hiperbdlico cosh : R — R é definida
por:
Vr € R, coshx = %-

Propriedade 6.2. A funcao cosseno hiperbdlico é tal que:

1. coshx =1 se, e somente se, x = 0;

sua imagem §é o intervalo [1,400);

cosh é uma fungao par;

cosh ¢é estritamente decrescente em (—o0,0] e estritamente crescente em
0, +00).

Ll

Figura 14. Grafico da funcao cosseno hiperbolico

Fonte: Santos (2014)

Definicao 6.3. A funcao tangente hiperbdlica tgh : R — R é definida por:

et —e "

Ve eR, tghe=—7—
et +e*

Propriedade 6.3. A funcao tangente hiperbdlica ¢é tal que:
1. é uma funcao impar;
2. é injetiva;
3. é uma funcao estritamente crescente;
4. sua imagem é o intervalo (—1,1).
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Figura 15. Grafico da funcao tangente hiperbdlica
Y

] y=tghx

Fonte: Santos (2014)

Definicao 6.4. A funcao cotangente hiperbdlica cotgh : R* — R é definida por:

e’ +e’ "
Vr € R*, cotghr = ——-
e:r _ e*f

Propriedade 6.4. A funcao cotangente hiperbdlica é tal que:
1. é uma funcao impar;
2. é injetiva;
3. ¢ uma funcao estritamente decrescente em R* e em R* , mas nao ¢ mondtona
em R*;

4. sua imagem é o intervalo (—oo, —1) U (1, c0).

Figura 16. Funcao cotangente hiperbdlica
Y

y = cotghx

Fonte: Santos (2014)

Defini¢ao 6.5. A fungao secante hiperbdlica sech : R — R é definida por:

2
VreR, sechr = ——
et +e "

Propriedade 6.5. A funcao secante hiperbdlica é tal que:

1. é uma funcao par;
2. asua imagem ¢ o intervalo (0, 1];
3. é estritamente crescente em R_ e estritamente decrescente R .
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Figura 17. Grafico da funcao secante hiperbodlica

4 13 1o 2o 1 2 3 x
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Fonte: Santos (2014)

Definigao 6.6. Define-se a funcao cossecante hiperbdlica cossech : R* — R por:

Vo € R*, cossechx = .
eZE _ e*ﬁ

Propriedade 6.6. A funcao cossecante hiperbdlica é tal que:

1. é uma funcao fmpar;

2. é uma funcao injetiva,;

3. cossech ¢é estritamente decrescente nos intervalos R* e RY, mas nao ¢
monotona em R*;

4. a imagem de cossech é o conjunto R*.

Figura 18. Grafico da funcéo cossecante hiperbdlica

y = cossecgh x

Fonte: Santos (2014)

7. Consideragoes finais

Neste artigo, foi desenvolvido um texto apoiando-se somente em recursos elemen-
tares da matematica e diferenciando daqueles que normalmente encontramos na
literatura. Na construcao da trigonometria hiperbdlica em R, foram utilizados ape-
nas elementos da Geometria Euclidiana Plana, Geometria Analitica e Logaritmos.
Pode-se dar continuidade ao estudo das fungoes hiperbdlicas invesas e suas proprie-
dades. Portanto, acreditamos que o estudo apresentado neste artigo venha contribuir
para o enriquecimento académico tanto de alunos quanto de professores que estejam
envolvidos em projetos de iniciagao cientifica e disciplinas especificas da area de
matematica e suas tecnologias.

RCT v.11 (2025) ISSN 2447-7028



RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

www.revista.ufrr.br/rct

Referéncias

CARVALHO, Sonia Pinto de. As Fungoes Hiperbdlicas. Disponivel em:
https://www.yumpu.com/pt/document/read /14350415 /as-funcoes-hiperbolicas-
departamento-de-matematica. Acesso em 26/08/2025.

LIMA, Elon Lages. Logaritmos: Colecao do Professor de Matemaética. 5.ed. Rio
de Janeiro: SBM, (2013).

LIMA, Elon Lages. Medida e forma em geometria: Cole¢ao do Professor de
Matemaética. 4.ed. Rio de Janeiro: SBM, (2006).

LIMA, Elon Lages et al.A matematica do ensino médio: Colecao Professor de
Matematica. v.1. 9.ed. Rio de Janeiro: SBM, (2006).

MCMAHON, James. Hyperbolic functions. 4.ed. New York: John Wiley & Sons,
(1906).

MINGORANCI, Marcos Rogério. Uma introdugao a trigonome-
tria hiperbdlica e sua aplicagao no ensino médio. Fundacao Uni-
versidade Federal de Mato Grosso do Sul, 2016. Disponivel em:
https://repositorio.ufms.br/handle/123456789/2871. Acesso
em 18/08/2025.

SANTOS, Admilson Alves dos. Trigonometria hiperbdlica: uma abordagem
elementar, 2014. 150p: Dissertacao (Mestrado Profissional em Matemaética)
- Universidade Federal de Roraima, Boa Vista, 2014. Disponivel em:
https://sca.profmat-sbm.org.br/busca_tcc.php.

STEWART, James. Calculo. v.1. Traduzido por Antonio Carlos Moretti e
Antonio Carlos Gilli Martins. 6.ed. Sado Paulo: Cengage Learning, (2009).

VASCONCELOS, Jerry Gleison Salgueiro Fidanza. Fungoes hiperbdlicas:
histdria, conceito e aplicagao, 2013. 66f: Dissertagao (Mestrado Profissional
em Matematica)-Universidade Federal do Amazonas, Manaus, 2013. Disponivel

em: https://sca.profmat—-sbm.org.br/busca_tcc.php. Acesso:
18/08/2025.

RCT v.11 (2025) ISSN 2447-7028




	Introdução
	A Função 
	Interpretação Geométrica das Razões Trigonométrica Hiperbólicas
	Conexão entre trigonometria hiperbólica e trigonometria circular
	Explicitando a função  e as fórmulas das razões trigonométricas hiperbólicas
	Funções trigonométricas hiperbólicas
	Considerações finais

