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Abstract. TIn this work we will investigate the behavior of a fixed point of
the parabola by varying the coefficients a,b and c of the quadratic function
f(x) = ax® +bx + c varyThe results improve previous studies for the case of the
vertex of the parabola and expand them to any point, not necessarily the vertex.
This in-depth analysis allows for a better understanding of the influence of the
coefficients of the quadratic function on the geometry of the curve described by
a point that changes as these coefficients vary.

Resumo. Neste trabalho o comportamento de um ponto fixado da pardbola ao
variar os coeficientes a,b e c da funcdo quadrdtica f(x) = ax* + bx + c. Os
resultados aprimoram estudos anteriores para o caso do vértice da pardbola
e os expande para um ponto qualquer, ndo necessariamente o vértice. Essa
andlise aprofundada permite compreender melhor a influéncia dos coeficientes
da funcdo quadrdtica na geometria da curva descrita por um ponto que se altera
conforme a variagdo desses coeficientes.

1. Introducao

A funcdo quadrética, também conhecida como funcdo polinomial do segundo
grau, ou funcdo do segundo grau, € uma das fun¢des mais antigas e fundamentais da
matemética. Ela € representada por uma expressio do tipo f(z) = ax? + bz + ¢, € sua
representacdo grafica € uma pardbola. Essa funcdo tem sido estudada desde a antigui-
dade e muitos matematicos famosos, como Arquimedes, Apolonio e Al-Khwarizmi, con-
tribuiram para o seu desenvolvimento. Conforme BOYER em [4], o estudo das pardbolas
remonta a Grécia Antiga, onde outros mateméticos como Euclides contribuiram significa-
tivamente para o avango do conhecimento sobre as parabolas. Apoldnio, por exemplo, é
conhecido por suas obras sobre cOnicas, incluindo pardbolas, e suas contribuicdes foram
fundamentais para o desenvolvimento da geometria analitica. No entanto, foi apenas no
século XVII, com o surgimento do célculo diferencial e integral, que a fun¢do quadratica
foi completamente formalizada e compreendida.

Nos dias atuais, o uso de tecnologias tem facilitado significativamente a
representacdo e compreensdo de fungdes quadraticas. Com o advento dos computado-
res e softwares especializados em matemdtica, como o Geogebra e o Wolfram Alpha,
ficou muito mais facil plotar graficos de fungdes e analisar seu comportamento.
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Além disso, as calculadoras gréficas e os aplicativos de matematica para smartpho-
nes também tém contribuido para popularizar o estudo das fun¢des quadréticas, tornando-
as mais acessiveis e compreensiveis para estudantes e profissionais da area.

Em resumo, a evolucdo do estudo das fungdes ao longo do tempo foi marcada
pela contribuicdo de diversos matematicos e pela ajuda das tecnologias, que facilitaram
sua compreensdo e aplicacdo em diversos campos da matemadtica e da ciéncia.

Estudos recentes exploram a variacdo do grifico de uma func¢io quadratica em
fun¢do da variagio dos coeficientes a,b € ¢ da expressio f(z) = az® + bx + c.
LOPES e MORAES em [3], relatam uma experiéncia com alunos do primeiro ano do
ensino médio utilizando a ferramenta Controle deslizante do software geogebra. Na
experiéncia sdo analizadas as variagdes da parabola decorrentes das variagdes dos coefi-
cientes a e b. No caso da varia¢do do coeficiente b chegam a conclusdo de que o vértice
descreve uma parabola de equacdo f(z) = —az?*+ c. Por outro lado, SOUSA em [2], des-
creve o comportamento do vértice quando sdo variados os coeficientes a, b e c. Resumida-
mente, ele mostra que quando b # 0 e € variado o coeficiente a, o vértice descreve a reta
folz) = % 4 c. No caso em que b = 0, V = (0, ¢) e este ndo se altera. Na variagdo do
coeficiente b, ele mostra que o vértice descreve a parabola f,(x) = —ax?+ c. Finalmente,

quando o coeficiente c varia, o vértice descreve a reta vertical © = ;—5

Este trabalho, assim como o de SOUSA em [2], também foi motivado pela
observacao visual do comportamento gréafico da fun¢do quadratica no Geogebra. Con-
tudo, ndés conseguimos realizar e apresentar uma andlise do caso do comportamento do
vértice de forma mais simples do que a feita por SOUSA em [2] e ampliamos a andlise
do comportamento grafico de um ponto da pardbola, distinto do vértice, descrita por
f(z) = ax?® + bx + ¢, ao variarmos os coeficientes a, b € c.

2. Preliminares

Nesta sec¢do sdo expostos alguns pré-requesitos matematicos necessarios ao enten-
dimento do trabalho.

Comecaremos com a defini¢do de fun¢do quadrética, essencial neste trabalho.

Definicao 2.1. Uma funcdo f : R — R é chamada de funcdo quadrdtica quando exis-
tirem niimeros reais a,b e ¢, com a # 0, tais que f(r) = ax® + bx + ¢, para todo x € R.

Exemplo 2.1. A funcdo f : R — R definida por f(x) = —3z* — bz + 8, é uma fungdo
quadrdtica.
Outro conceito importante para este desenvolvimento € o conceito de pardbola,

o qual est4 diretamente relacionado ao grafico de uma funcdo quadritica !. A seguinte
defini¢do de pardbola pode ser vista em [1].

"Euclides abordou as pardbolas em seus escritos sobre geometria, como em seu "Elementos”. Ele des-
creveu as propriedades das se¢des cOnicas e estabeleceu relacdes entre elas, contribuindo para a compre-
ensdo das pardbolas e sua aplicacdo em problemas geométricos. No livro ”Conics”, Apoldnio descreveu
as propriedades das secdes conicas, incluindo a pardbola, e estabeleceu relacdes entre suas diferentes for-
mas. Seus estudos ajudaram a expandir o conhecimento matematico da época e influenciaram muitos ma-
tematicos posteriores. Sugerimos a referéncia [4].
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Definicao 2.2. Dado um ponto F' e uma reta d, pertencentes a um plano o, com F' ¢ d,
seja p a distdncia entre F' e d. Define-se pardbola com foco F e reta diretriz d ao conjunto
dos pontos de o que estdo a mesma distancia de F e d.

Se uma pardbola tem como diretriz uma reta de equagdo y = —% e foco o ponto
F(0,2) sua equagdo serd #* = 2py. De fato: da defini¢do teremos que se P é um ponto
que pertence a pardbola entdo

d(P,F) =d(P,d)

Disto temos:

S0 ==yt

2
2 2
p p
Ay —py+ =y
2 = 2py.

A Figura 1 mostra a descricao de uma parabola.

Figura 1. Descricao da parabola com foco F' = (0, §) e reta diretriz d.

-4

Fonte: Figura construida pelos autores com o auxilio do sofware Geogebra.

A reta que passa pelo foco da pardbola e € perpendicular a sua diretriz € deno-
minada eixo da pardbola.O ponto de intersecao da Pardbola com o eixo é denominado
o vértice da pardbola. Na situacdo descrita acima o vértice da pardbola € a origem do
sistema cartesiano.

De forma mais geral, fixado um sistema de eixos ortognais OXY, se uma parabola
tem diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice V' (m, n) sua equagdo serd dada por

(z —m)* =2p(y — n).
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Isto decorre do fato de que esta pardbola pode ser obtida por meio de uma translagio
de outra pardbola cujo vértice € a origem do sistema. Desenvolvendo a equacdo acima
encontramos
y = az? + bz + ¢,

1 m m? . ) o <
onde a = 2 b=——ec= o + n ou seja, esta pardbola é o grifico de uma fungdo

% p P
quadrdtica. Reciprocamente, se temos y = ax? + bz + c entdo o grafico desta fungdo é
uma parabola. De fato,

y = axr® +bx +c

b
y=a(z’+ -x)+c

a
b b? b?
2
y=alem+ 200t gm gl e
b, b
y—(z(x—l—%) —E—FC
(2 + b 24 —b? + 4dac
=a(r+ —
Y 2a da
Portanto, temos < (y — %) = (z — (—=2))% ou seja, o grafico é uma parabola
cujo vértice é o ponto V' = (—%, —bl—;lac). A compreensdo sobre o grafico de uma

fungdo quadratica é um passo importante neste estudo?.

Faremos, a seguir, algumas observacoes uteis:
Lema 2.1. Seja b um niimero real. Entdo, dado o niimero s € R, existe k € R tal que
s=b+k.
Demonstragcdo. Bastafazer k = b — s. [
Como uma aplicacdo do Lema 2.1 temos o seguinte resultado sobre um ponto da
parébola.
Lema 2.2. Qualquer ponto P da pardbola dada porf(x) = ax? + bx + ¢ pode ser posto

em fungdo do termo a, do termo b ou do termo c.

Demonstracdo. Todos os casos sdo andlogos. Seja (7, f(r)) um ponto qualquer da
pardbola. Pelo Lema 2.1, existe £k € R tal que r = b + k. Logo, podemos escrever
(r, f(r)) = (0+k, f(b+ k). 0

Na seguinte observagio, A = b* — 4ac.

2Conforme pode ser visto em BOYER [4], ao longo da histéria, os estudos sobre pardbolas continuaram
a evoluir, com contribuicdes de matemdticos como Johannes Kepler, Pierre de Fermat e René Descartes,
que aplicaram métodos analiticos para estudar essas curvas. Esses avancos foram fundamentais para o
desenvolvimento da geometria analitica e para a aplicag@o das parabolas em diversas dreas da matematica
e da fisica.
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Observagdo 2.1. Neste trabalho, o caso do vértice V. = (—%,52), é con-
siderado separadamente. Para um ponto distinto do vértice consideraremos

(a+k, fla+k),b+k f(O+Ek))ou(c+k, f(c+k)).

Observacao 2.2. Seja f : R — R a fungdo quadrdtica definida pela lei de associacdo
f(x) = ax® + bx + c. Entdo, variando o coeficiente a, o coeficiente b, o coeficiente c, em
R, obtemos respectivamente, as familias (f,)acr, (fo)ver, (fc)cer de fungdes quadrdticas.
Como consequéncia temos, respectivamente, familias de pardbolas (P,).cr, (Pp)ber €
(PC)CE]R-

3. Resultados e discussao.

Nesta se¢do serdo apresentados os resultados do trabalho. Esses resultados ge-
neralizam aqueles obtidos por SOUSA em [2], que descrevem a trajetoria do vértice ao
variar os coeficientes a, b e ¢ de uma fungio quadritiva da forma f(x) = az® + bz + c.
Aqui analisaremos a trajetoria de um ponto qualquer da pardbola, ndo se limitando apenas
ao vértice.

A seguinte proposi¢do faz uma andlise da variacdo do coeficiente a. A prova para
o caso do vértice da parabola foi feita por SOUSA em [2]. No entanto, tal prova é
extensa. Nosso trabalho apresenta uma prova alternativa bem mais simples. Além disso,
ampliamos o resultado para o caso mais geral de um ponto (a + &, f(a + k)).

Proposicao 3.1. Considere f : R — R a fungdo quadrdtica cuja lei de defini¢cdo é
f(x) = ax® + bx + ¢, com a,b,c € Rea # 0eb # 0. Variando o coeficiente a em
R, os vértices V, = (—b/2a, f.(—b/2a)) das pardbolas determinadas pelas fungées f,,
descrevem uma reta, menos um ponto. Além disso, os pontos (a + k, f,(a + k)) distintos
dos vértices V,, descrevem uma ciibica.

Demonstragdo. Vamos escrever o ponto V, = (52, f(52)) na forma (s, h(s)), para al-

2q7 2a
guma fungfo h. Basta fazer s = 52, ou seja, a = 52. Deste modo,

—b
h(s) = ful5,)
= —4(5_;))6_ i = és +c

—b
e 2

Isso mostra que os vértices V,, descrevem a reta de equagdo h(s) = gs + ¢, exceto o ponto
(0, ¢). Para finalizar, vamos escrever (a + k, f,(a + k)) na forma (s, h(s)), para alguma
funcdo h. Basta fazer s = a + k, ou seja, a = s — k. Deste modo,
h(s) = fola+ k)
=ala+k)*+bla+k)+c
=(s—k)s>+bs+c
=353 — ks’ +bs+c.

Isso mostra que os pontos (a+ k, f,(a+k)) descrevem a cibica h(s) = s> — ks*+bs+c.
Com isso, concluimos a demonstragdo da proposic¢ao. [
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Exemplo 3.1. Seja f(x) = ax® + 2z + 3. Variando o coeficiente a, os vértices
(=%, fa(=2)) descrevem a reta de equagdo h(s) = s + 3, exceto o ponto (0,3). Veja

a Figura 2.

Figura 2. Reta h(s) = s + 3 menos (0, 3) descrita pelos vértices de f,(r) = ax® +
2x + 3, ao variarmos o coeficiente a.

Fonte: Figura construida pelos Autores com o auxilio do software Geogebra.

Exemplo 3.2. Seja f(r) = ax?—3x+2. Variando o coeficiente a, os pontos (a+1, f,(a+
1)) descrevem a cubica h(s) = s* — s* — 3s + 2, como mostra a Figura 3.

Figura 3. Cubica h(s) = s® — s? — 3s + 2, descrita pelos pontos (a + 1, f,(a + 1)) de
fa(z) = ax® — 32 + 2, quando variamos o coeficiente a.

1

Fonte: Figura construida pelos Autores com o auxilio do sofware Geogebra.
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Na proposi¢do a seguir consideramos a variagdo do coeficiente b. Para o caso
do vértice, conseguimos simplificar as contas feitas por SOUSA em [2]. Além disso,
ampliamos o resultado para o caso mais geral dos pontos (b + k, f,(b+ k)).

Proposicao 3.2. Considere a funcdo quadrdtica f : R — R definida por
f(x) = ax® +bx +c,coma,b,c € Rea # 0. Variando o coeficiente b em R, os vértices

—b —(b*—4 p . p
V, = (=2, 282299 ) ggs pardbolas determinadas por f,, descrevem uma pardbola.
2a’ 4a )

Além disso, os pontos (b + k, f»(b+ k)) distintos dos vértices V,, descrevem uma reta ou
uma pardbola.

. —(b2—
Demonstragdo. Vamos escrever os vértices V, = (52, ® 4a4ac)) na forma (s, h(s)), para
alguma funcdo h. Basta fazer s = ;—é’, ou seja, b = —2as. Deste modo,

(b* —dac)  (—2as)® —4ac
hls) 4a B 4a

= —as? + c.

Assim, a fungdo h que procurdvamos € definida por h(s) = —as® + c. Isso mostra que os
vértices V}, descrevem uma pardbola. Na sequéncia, vamos escrever o ponto (b+ k&, f,(b+
k)) na forma (s, h(s)), para alguma funco h. Basta fazer s = b + k, ou seja, b = s — k.
Deste modo,

h(s)= fy(b+k)=ab+k)?>+bb+k)+c
=as’ +(s—k)s+c
=(a+1)s* — ks +ec.

Se a # —1, entdo os pontos (b + k, f(b+ k)) descrevem a pardbola h(s) = (a + 1)s* —
ks+ c. Caso contrdrio, se a = —1, (b+k, f(b+k)) descreve areta h(s) = —ks+c. O

Observacao 3.1. No caso em que a = —1 e k = 0, temos os pontos (b, f,(b)). Por
exemplo, se f(x) = —x® + bz + 1, entdo (b, f,(b)) = (b, 1). Assim, h(s) = 1, é uma reta
horizontal. Veja a Figura 4.

Figura 4. Reta h(s) = 1 descrita pelos pontos (b, f,(b)) dos graficos de f,(z) =
—x2 + bz + 1, ao variarmos o coeficiente b.

AN
AR

Fonte: Figura construida pelos autores com o auxilio do software Geogebra.
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Exemplo 3.3. Seja f a funcdo definida por f(x) = 22* + bx + 1, com b € R variando.
Pela Proposigdo 3.2, os vértices Vi, = (32, % —1). de fy(x) = 22* + bx + 1, descrevem
a pardbola h(s) = —2s* + 1. Veja a Figura 5.

Figura 5. Parabola h(s) = —2s2 + 1 descrita pelos vértices de f,(z) = 222 + bz + 1,
variando b.

Fonte: Figura construida pelos autores com o auxilio do software Geogebra.

Exemplo 3.4. Seja f(x) = Sta? + bx — 1. Variando b, os pontos (b + 1, fy(b + 1))
descrevem a pardbola de equagdo h(s) = %32 — s — 1. Veja a Figura 6.

Figura 6. Parabola h(s) = {s®> — s — 1, descrita pelos pontos (b + 1, f,(b+ 1)) dos
graficos de f,(z) = —12% 4+ bz — 1, quando variamos o coeficiente b.

Fonte: Figura construida pelos autores, com o auxilio do software Geogebra.
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Exemplo 3.5. Seja f(x) = —2%+bx— 1. Variando o coeficiente b, os pontos (b+1, fy(b+
1)) descrevem a reta de equacdo h(s) = —s — 1. Veja uma descri¢do dessa situacdo na
Figura 7.

Figura 7. Reta h(s) = —s — 1, descrita pelos pontos (b + 1, f,(b + 1)) dos graficos
de fy(z) = —2% + bz — 1, quando variamos o coeficiente b.

w
~
o
o

f

I

Fonte: Figura construida pelos autores, com o auxilio do software Geogebra.

A seguinte proposicao faz uma andlise da variagdo do coeficiente c. O caso do
vértice da pardbola € simples e foi observado por SOUSA em [2]. Nosso trabalho amplia
o resultado para o caso mais geral dos pontos (¢ + k, f.(c + k)).

Proposicao 3.3. Seja f : R — R a funcdo quadrdtica definida por
f(z) = ax® + bx + ¢, com a,b,c € R e a # 0. Variando o coeficiente c em R, os
vértices V., = g—é’, # das pardbolas determinadas por f., descrevem uma reta

vertical. Além disso, os pontos (c + k, f.(c + k)), distintos do vértice, descrevem uma
pardbola.

Demonstragdo. O caso do vértice € simples. Basta ver que quando se varia o coeficiente
¢, a abscissa dos vértices nao € afetada. Entdo, variando c, os vértices V. descrevem a reta
z = 2. No outro caso, vamos escrever o ponto (c+k, f.(c+k)) na forma (s, h(s)), para
alguma funcdo h. Basta fazer s = c + k, ou seja, ¢ = s — k. Deste modo,

h(s) = felc + k)
=alc+k)>+blc+k)+c
= as® 4+ bs + (s — k)
=as’+(b+1)s— k.

Assim, (¢ + k, f.(c + k)), descreve a pardbola h(s) = as®> + (b+ 1)s — k. Isso encerra a
prova da proposicao. [
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Exemplo 3.6. Seja a funcdo definida por f(x) = 22 + 3z + c. Variando o termo c, os
vértices V. descrevem a reta vertical x = _TS. Como uma observagdo particular, neste
caso, o vértice descreve o eixo de simetria de cada uma das pardbolas obtidas com a

variacdo do termo c. Veja a Figura 8.

Figura 8. Reta + = =2, descrita pelos vértices V. de f.(z) = 2z% + 3z + ¢, a0
variarmos o termo c.

Fonte: Figura construida pelos autores com o auxilio do software Geogebra.

Exemplo 3.7. Seja a fungdo definida por f(x) = 22 + 3z + c. Variando o termo c, os
pontos (c + 1, f.(c + 1)) descrevem a pardbola h(s) = 2s* + 4s — 1. Veja a Figura 9.

Figura 9. Parabola h(s) = 2s? + 4s — 1, descrita pelos pontos (c + 1, f.(c + 1)) dos
graficos de f.(x) = az? + 3x + ¢, ao variarmos o termo c.

Fonte: Figura construida pelos Autores com o auxilio do software Geogebra.
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4. Consideracoes finais

O estudo feito neste trabalho sobre o comportamento do vértice e de um ponto
qualquer da pardbola decorrente da variacdo dos coeficientes a, b e ¢, mostrou que a tra-
jetdria desses pontos pode resultar em diferentes trajetdrias graficas. No caso da variagao
do coeficiente a, observou-se que o vértice descreve uma reta, enquanto um ponto qual-
quer descreve uma cuibica. Ja na variacdo do coeficiente b o vértice descreve uma pardbola,
enquanto que um outro ponto distinto do vértice, descreve uma reta ou uma parabola. Por
fim, na varia¢do do coeficiente ¢, o vértice descreve uma reta vertical, enquanto que um
outro ponto qualquer descreve uma parabola. Alguns trabalhos tratam apenas do compor-
tamento do vértice sob o efeito da variacdo dos coeficientes da fung¢do quadrética. Este
trabalho amplia os resultados para um ponto qualquer distinto do vértice.

Esses resultados nos permitem compreender melhor como a variagao dos coefici-
entes pode influenciar diretamente no comportamento dos pontos da parabola.

Como observacao final, cabe ressaltar a importancia de estudos como este na
matematica, que nos permitem explorar as diversas possibilidades e padroes que po-
dem surgir a partir de simples variacdoes nos elementos de uma funcdo. Espera-se que
este artigo contribua para o enriquecimento do conhecimento matematico e inspire novas
investigagdes sobre o tema.
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