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Abstract. Field Theory, in general, is used to formulate new theories in
Physics, specifies unifications of Laws well used and, playing an important role
in science, civilization, and in human, with emphasis on the advancement of
activity and information . Thus, in this proposal, we will make an introductory
approach to the formalisms present in classical field theory, with a brief histori-
cal contextualization, showing the development and evolution of Field Theory.
These formalisms are very relevant to the branch of Classical Mechanics, as
in Quantum Mechanics. The objective is to aid the study for undergraduate
students from any area of exact sciences and nature, in addition to enabling
professional improvement to develop future work in mathematical physics. In
this proposal, we insert Newtonian, Lagrangian and Hamiltonian formalisms,
in addition to mentioning the relativistic approach.

Keywords:  Field Theory, Newtonian, Lagrangian and Hamiltonian For-
malisms.

Resumo. Teoria de Campo, em geral, é utilizada para formular novas teorias
em Fisica, visando unificacoes de Leis bem estabelecidas e, desempenhando
papel importante na ciéncia, civilizacdo, e na atividade humana, com destaque
sobre o avanco da tecnologia e informacdo. Assim, nesta proposta, faremos
uma abordagem introdutoria aos formalismos presentes na teoria cldssica
de campos, com uma breve contextualizagdo historica, mostrando o desen-
volvimento e a evolugdo da Teoria de Campos. Estes formalismos sdo muito
relevantes tanto no ramo da Mecanica Cldssica, quanto na Mecdnica Quantica.
O objetivo é auxiliar o estudo para alunos de graduacdo de quaisquer dreas das
ciéncias exatas e da natureza, além de possibilitar aperfeicoamento profissional
para desenvolver futuros trabalhos em Fisica matemdtica. Nesta proposta,
inserimos os formalismos newtoniano, lagrangiano e hamiltoniano, além de
mencionar a abordagem relativistica.
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1. Introducao

1.1. Apresentacao

A proposta do trabalho € desenvolver um estudo de introdugdo da teoria cldssica de
campo, com enfoque na formulacdo tedrica em Fisica, observando a base conceitual de
Fisica e fendmenos fisicos correspondentes, visando compreensao em aplicacdo de estu-
dos futuros referentes as teorias cldssica e quantica de campos.

1.2. Motivacao

Observou-se dificuldade de aprendizagem na abordagem de teoria de campo, dessa
forma, escolheu-se a temdtica de estudo de Fisica, tratando-se de campos fisicos com
relacdo ao estudo da Gravitacdo e do Eletromagnetismo, em geral, como temdticas em
destaque na literatura.

Para desenvolver o estudo, realizou-se uma revisdo da literatura, partindo da origem
da Teoria de Campo, prosseguindo com o estudo de Faraday (1791-1867), e em seguida,
a contribui¢do de Albert Einstein (1879-1955), sobre a teoria da relatividade, que deu
relevancia em Fisica aos campos, postulando-se uma velocidade limite de propagacao de
campo.

1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo geral

Fazer uma revisao tedrica e histdrica da teoria de campos a fim de auxiliar na compre-
ensdo da formulacdo e unifica¢io de teorias em Fisica.

1.3.2. Objetivos especificos:

- Estudar os formalismos lagrangiano e hamiltoniano para entender o desenvolvimento
de teorias de campo em Fisica;

- Compreender teoria classica de campos relativistica.

1.4. Organizacao

O estudo estd organizado em 5 se¢Oes, apresentando a proposta na se¢do 1. Na secdo
2 ¢ realizada uma fundamentac¢ao histérica do estudo de Campos em Fisica. Na secao
3, iremos discutir dois formalismos lagrangiano e hamiltoniano que sd@o importantes para
o estudo de Fisica. Na secdo 4, discutiremos a respeito da necessidade de utilizacdo de
formalismos alternativos ao newtoninano. Na secdo 5, apresentaremos as consideragdes
finais.
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2. Fatos Historicos

A ideia de campo teve origem no século XIX, junto a ascensao da eletrodinamica.
Alguns eventos importantes para o desenvolvimento da teoria dos campos, a partir
de 1780, foram apresentados conforme literatura ([Forger 1993], [Kompneyets 1961],
[Machado 2007]), destacando-se as descobertas, por ordem cronoldgica, em marco
historico [Rocha 2015]:

- 1745 - A garrafa de Leyden;

- 1780 - Descoberta de Galvani;

- 1785 - Lei de Coulomb;

- 1799 - Pilha de Volta;

- 1800 - Experiéncias eletroquimicas de J.W. Ritter;

- 1820 - Lei de Oersted;

- 1822 - Interpretacdo de Ampere do magnetismo como eletricidade em movimento;

- 1826 - Lei de Ohm;

- 1831 - Lei da inducdo de Faraday;

- 1856 - Experiéncia de W. Weber e R. Kohlrausch;

- 1862 - Equacgdes de Maxwell: integracao da dptica ao eletromagnetismo;

- 1870 - Confirmagdo da relagdo n = /€ por L. Boltzmann;

- 1888 - Exibicdo de ondas eletromagnéticas por H. Hertz;

- 1890 - Formulag¢do moderna das equagdes de Maxwell por H. Hertz;

- 1905 - Relatividade Restrita;
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- 1915 - Relatividade geral.

2.1. Histoéria do Campo

A Fisica, em 1800, estava basicamente dividida em duas areas de estudo: o Atomismo
e o Dinamismo. Nessa época, a mecanica newtoniana representava um grande avango ci-
entifico, junto com o cdlculo diferencial e integral, como mostra na Tabela (2.1). Em 1788,
foi publicada a Mécanique Analytique de Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) como uma
apresentacdo fechada da mecanica, incluindo-se a mecanica dos meios continuos, baseada
em poucos principios, € que continua valida [Forger 1993].

A Mecanica passou a ser um modelo de se fazer ci€ncia. Outras dreas da Fisica
e até mesmo de outras dreas do conhecimento passaram a copiar abordagens e métodos
proprios. Para exemplificar, a lei da gravitac@o universal de Newton (1642-1726/1727),
F =~(mym;, / r3) (—r), sendo F a for¢a (atrac@o) entre as massas m; € ms, v Constante
Universal da Gravitagcdo, (—r) o vetor posi¢do (unitario) relativo entre as massas, € 7 0
médulo do vetor posi¢ao, r=||r||. Assim, tornou-se exemplo padrdo de uma lei universal,
na fisica classica, de forcas simples com um grande ndmero de aplicagdes dentro da sua
limitagdo de validade. O que se esperava era poder descrever outros problemas fisicos por
leis semelhantes, por analogia.

A lei de Coulomb, a qual descreve a for¢a entre particulas carregadas em equilibrio
estdtico, foi um grande passo nesta direcdo. Além disso, a mecanica dos pontos materiais
de Newton combinava perfeitamente com a ideia de que toda a matéria seria composta de
atomos [Nussenzveig 1997].

Algumas dreas da Fisica, por exemplo Termodinimica, Optica, Eletricidade, Mag-
netismo e Galvanismo, que ainda nao haviam atingido o nivel semelhante de desenvolvi-
mento do que a Mecanica, procuraram incorporar-se a Mecanica ou pelo menos seguir os
moldes semelhantes de formulacao.

Apesar das tentativas de explicar os fendmenos fisicos por meio da mecanica New-
toniana, existiu um movimento em outra dire¢do. Durante muito tempo tentou-se enten-
der, a mecanica dos astros a partir de ideias da Hidrodindmica. A lei de Coulomb e a lei
da gravitacdo universal de Newton sdo muito parecidas com o campo de velocidades de
um fluido incompressivel que escoa de uma fonte pontual. A dependéncia do inverso do
quadrado da distancia a fonte do centro de forgas, isto €, o termo ( 1/ r?), também é uma
caracteristica da luminosidade aparente de uma fonte pontual de luz [Oliveira 2005].

Houve, através da hipétese da existéncia de determinados fluidos (quantidades ca-
racteristicas que emanam de corpos quentes, luminosos, carregados eletricamente, mag-
netizados ou galvanicos), a tentativa de explicar fendmenos caldricos, dpticos, elétricos,
magnéticos e galvanicos. Estes “fluidos”saiam do corpo fonte e percorriam o espago até
influenciar outros corpos.

Tabela 2.1. Areas de atuacao da Fisica em torno de 1800
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Mecanica dos pontos materiais

(Atomismo) Fisica do continuo
(Dinamismo)

Lei da gravitagdo universal

de Newton;

Lei de Coulomb Hidrostatica e Hidrodinamica;

Mecanica dos meios rigidos
e elasticos e dos gases (acustica);
Termodinamica;
()ptica;
Eletricidade;
Magnetismo;
Galvanismo
Acdo a longa distancia instantanea | Acdo a curta distancia retardada
Fonte: Elementare Feldtheorie: Elektrodynamik, Hydrodynamik, Spezielle
Relativitits theorie[Forger 1993].

2.2. O Campo de Faraday

Faraday, através do seu conceito de campo, iniciou a formulagdo conceitual e qualita-
tivamente correta das ideias dinamisticas (de acordo com a Tabela (2.1). Ele imaginou o
espaco cheio de campos feitos de linhas de forca elétrica e magnética que associariam-se
as linhas de fluxo dos fluidos correspondentes (fluido elétrico e magnético). Entretanto,
ele ndo foi capaz de dar uma descri¢do matematica das linhas de forca ([Forger 1993],
[Landau 2004]).

Em resumo, Faraday introduziu o conceito de campo, com uma no¢ao completa-
mente diferente da mecanica Newtoniana. O espaco passou a ser o substrato para linhas
de for¢ca e campos. Desta forma, Faraday possibilitou a formulagdo exata de um conceito,
até entao, considerado mistico.

Na Figura 1, podemos observar um exemplo de campo, através do comportamento
das linhas de forca na presenca de um campo magnético. Neste exemplo, colocando-se
uma folha de papel sobre uma barra de ima, e salpicando-se limalhas de ferro sobre a
mesma, evidencia-se a presenga dos polos magnéticos Norte(/V)-Sul(S) da barra de ima:
trata-se de um dipolo magnético. Isto €, os polos conjugados de um objeto magnético sao
nomeados, respectivamente, polo magnético norte e polo magnético sul.

Na Figura 2, observamos o comportamento da interac@o entre limalhas de ferro na
presenca de um campo magnético.

Na Figura 3, observamos o sistema Terra-Lua, um exemplo do campo gravitacio-
nal que € gerado nas regides proximas aos corpos que tém massa. Seu valor é proporcional
a massa e inversamente proporcional a distancia ao centro do corpo. Neste caso, a Lua
permanece na orbita da Terra devido ao campo gravitacional.

No caso de um campo gravitacional [Freedman 2009], em relatividade, podemos
observar a deformacgdo do espaco, através da teoria da relatividade geral, em que as pro-
priedades geométricas sdo afetadas pela presenca da matéria, conforme € indicado na Fi-
gura 4. Nesta Figura 4, podemos observar uma representacdo bidimensional de um espago

RCT v.8 (2022) ISSN 2447-7028




RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

www.revista.ufrr.br/rct

F_igura 1

curvo [Freedman 2009]. Considera-se que o espaco (representado pelo plano) seja distor-
cido por um objeto com massa muito grande (o Sol). A luz proveniente de uma estrela
muito longe (linha continua) segue a trajetdria através da superficie distorcida em seu ca-
minho para a Terra. A linha tracejada indica a direcao aparente do raio de luz proveniente
da estrela [Freedman 2009].

2.3. Equacoes de Maxwell e 0 Campo

Ap6s os trabalhos de Lord Kelvin (1824-1907), James Clerk Maxwell (1831-1879) pos
as ideias de Faraday na sua formulacdo matematica definitiva. A introducao do seu termo
adicional (corrente de deslocamento) fez com que as equagdes do campo eletromagnético
(equacdes de Maxwell), publicadas por ele em 1862, além de unificar forcas elétricas e
magnéticas, permitiam solu¢des ondulatdrias, com uma velocidade de propagacdo que
coincidia com a velocidade da luz.

Portanto, era de se suspeitar que a dptica também pudesse ser vista como uma
subdrea do eletromagnetismo [Machado 2007]. As equacdes de Maxwell se estabelece-
ram como sendo uma teoria completa de todos os fendmenos eletromagnéticos e opticos
classicos (ndo quanticos). Assim, constituindo-se em uma teoria de campos, um tipo de
teoria fisica que, na época, era absolutamente fato novo, e inédito, de tal importancia,
comparada a Mecanica Newtoniana.

2.4. Sobre o Eter

Considerando o Campo Eletromagnético de fato real, questiona-se qual seria o0 meio ma-
terial associado, levando-se em conta que os campos cldssicos sdo todos vinculados a
algum meio material. Pode-se pensar como exemplo o campo de velocidades do escoa-
mento de um fluido, o qual seu meio material vinculado é o préprio fluido. Outro exem-
plo € o campo de ondas acuticas, que € vinculado ao meio no qual as ondas se propagam
[Cengel 2012].

Para responder a esse questionamento, surgiu a ideia do éter. Um meio material hi-
potético para o campo eletromagnético, que deveria possibilitar a propagacdo de ondas
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Figura 2. Limalhas de ferro na presenca de um campo magnético
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Fonte:
https://en.wikipedia.org/wiki/Magnetic_field#/media/File:Magnetic_field_of _horseshoe_magnet.png.

eletromagnéticas e, portanto, ser uma espécie de meio eldstico que nao interfere no movi-
mento dos corpos.

No final do século XIX, a ideia do éter entrou em crise, devido a impossibilidade de
detectar qualquer movimento relativo ao éter (por exemplo, experiéncia de Michelson-
Morley), até ser abolida com o advento da teoria da relatividade restrita (1905) de Einstein
[Marion 2016].

2.5. Nocoes de Campo em Fisica Moderna

A Fisica Moderna assume que o conceito de campo ocupa uma posi¢ao de protagonista,
se contrapondo a no¢do do ponto material que sofreu alteragdes, até se tornar o estado de
comportamento do sistema, desencadeando (degenerando-se) em uma interpretacio de
dualismo onda-particula [Eisberg 1979]. A onda e/ou particula sdo aspectos diferentes de
um conceito mais geral e mais abrangente, o de campo [Kompneyets 1961].

Segundo [Nussenzveig 2002]:

”Além das forcas eletromagnéticas e das forcas gravitacionais, conhece-
mos atualmente outras duas interacdes fundamentais: a interacao forte e a
interacao fraca que, entre outras coisas, sdo responsdveis pela coesao dos
nucleos e pelo fendmeno da radioatividade™.
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Figura 3. Sistema Terra-Lua

Fonte: https://www.preparaenem.com/fisica/campo-gravitacional.htm.

Cada uma destas interagdes € descrita por uma teoria de campos apropriada. En-
tretanto, a forca eletromagnética e a forca gravitacional sdo as tnicas que, sendo de longo
alcance, podem ser descritas por uma teoria cldssica de campos. A forca forte e a forca
fraca sdo de curto alcance (dimensdes atdmicas) e, por isso, s6 podem ser obtidas através
de uma teoria quantica de campos, conforme pode-se observar a ordem de escala em
intensidade relativa e, o alcance, quantidade fisica medida, nos dados da Tabela 2.5.

As teorias de campos, para as interagdes eletromagnéticas fracas e fortes, sdo bem
semelhantes: todas sdo exemplos de uma teoria de calibre (gauge), o que nos leva a
imaginar uma possivel unifica¢do das interacdes fundamentais.

Nas ultimas décadas, houve um consideravel progresso nesta unificagdo, com o
surgimento de uma teoria de calibre, que unifica as interacdes eletromagnéticas com as
interacoes fracas, a qual rendeu aos pesquisadores Abdus Salam (1926-1996), Sheldon
Glashow (1932) e Steven Weinberg (1933-2021) o Prémio Nobel de Fisica do ano 1979.

Tabela 2.5. Forcas Fundamentais

Interacdo (Ordem de) Intensidade Relativa | Alcance
Forte 1|10~ %m
Eletromagnética 102 | infinito
Fraca 107° | 10~ "®*m
Gravitacional 10~*Y | infinito

Fonte: Elementare Feldtheorie: Elektrodynamik, Hydrodynamik, Spezielle
Relativitits theorie[Forger 1993].

3. Formulacoes de Lagrange e Hamilton

Muitos problemas na mecanica Newtoniana sdo analisados através de formas alter-
nativas das suas leis, incluindo as Equacoes de Lagrange ¢ o Principio de Hamilton
([Landau 2004], [Goldstein 2000]). Para este estudo € necessario a utilizacdo de métodos
do Calculo de Variac¢oes (ou Calculo Variacional).

O desenvolvimento do calculo variacional foi iniciado por Newton (1686) e am-
pliado por Johann e Jakob Bernoulli (1696) e por Euler (1744). Adrien Legendre (1786),
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Figura 4. Deformacao do espacgo na presenca de um campo gravitacional
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Fonte: [Freedman 2009].

Joseph Lagrange (1788), Hamilton (1833) e Jacobi (1837) fizeram contribui¢des impor-
tantes.

Para as equacdes de Lagrange constituirem uma descricao apropriada da dindmica
de particulas, elas devem ser equivalentes as equacdes de Newton. Por outro lado, o
Principio de Hamilton pode ser aplicado a uma faixa ampla de fendmenos fisicos (parti-
cularmente aqueles que envolvem campos). O Principio de Hamilton ndo nos oferece
uma teoria diferente da teoria de Newton, mas permite uma unificacdo satisfatéria de
vdrias teorias individuais por um unico postulado basico [Marion 2016]:

”De todos os caminhos possiveis nos quais um sistema dinamico pode
se mover de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico, o ca-
minho real seguido € aquele que minimiza a integral temporal da diferenca
entre energias cinética e potencial.”

E pode ser escrito, por meio do método de calculo variacional, como:

t2
5/t1 (T — U)dt =0, (1)

onde ¢ denota variacdo funcional, 7" e U representam respectivamente, os funcionais
energia cinética e energia potencial, e dt a variacao temporal.

O Principio de Hamilton € uma generalizacdo de todos os principios minimos
em mecanica. Os principios da minima acdo (1), da restricdo minima e o da curvatura
minima sdo variagdes aplicativas do Principio de Hamilton.
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3.1. Calculo Variacional

Em resumo, o problema que o cdlculo variacional deve resolver € determinar uma
fun¢do y(x) de tal modo que a integral ([Arfken 2007], [Goldstein 2000])

dy(w)
dx &

¢ um extremo (mdximo ou minimo). Nesta equacdo (2), J € a generalizacdo de uma

funcdo conhecida como funcional, o ponto-e-virgula (;) em f separa a variavel indepen-
dente x das duas varidveis dependentes y e %' J depende da fung@o y(x), e os limites
de integracdo z, e x, sdo fixados. Assim, y(z) é variada até um valor extremo de .J ser
encontrado. Esta variacdo € dada a partir da definicdo de variagdo de fun¢do na vizinhanga
da sua imagem, isto é, cédlculo variacional. Dessa forma, devemos estudar o comporta-
mento de variagdes de uma fung¢éo, no nosso caso de interesse, avalia-se y(x).

Zo

= [ flyta).

Ty

dx 2)

Por exemplo, representamos as fung¢des vizinhas através de uma forma pa-
ramétrica de todas as funcdes possiveis de y, de modo que:

Y= y(aa [B) = y(07 l') + 0477(1’)7 (3)
onde y(0,z) = y(x), e n(z) é alguma funcdo de = que tem primeira derivada continua
e que esta desaparece em x, e x,, ou seja, n(z,) = n(z,) = 0, pois a fungdo variada
y(a, ) deve ser idéntica a y(z) nos pontos finais do caminho (3), i.e, y(a, z,) = y(z,) e
y(a, x,) = y(z,), conforme € indicado na Figura 5. A fungdo y(z) é o caminho que faz
o funcional J um extremo. As fun¢des vizinhas y(z) 4+ an(x) desaparecem (somem) nos
pontos finais, mas nao sdo caminhos que facam J ser um extremo.

Figura 5. Determina um funcional J extremo
Y\
y(z)

v

(@) +am(e)

y(x) + an(z)

T Lo €T

Fonte: Imagem adaptada do livro
Dindmica Cldssica de Particulas
e Sistemas.

Com isso, J torna-se um funcional de pardmetro «, a saber:

Je)= [

1

dy(a, x)

pra x| dx. 4

y(a,x),
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A condigdo para que a integral (J(a)) seja um valor estacionario, ¢ que J seja
independente de «, em primeira ordem de aproximacao, ao longo do caminho em que J
¢ um extremo, ou seja:

(9;]
oo

a=0

=0, &)

para todas as fungdes 7(x). Esta relagdo (5) é uma condi¢@o necessdria, mas ndo sufici-
ente.

3.2. Equacao de Euler

Para determinar o resultado da condi¢d@o estaciondria do funcional J, devemos calcular
a derivada parcial ([Butkov 1988], [Goldstein 2000]) de J em relagdo ao parametro «,

dada pela equagio (4), entéo: g—i = % ;12 f {y(a,:p), dygf);a: dx.

Como a fung¢do integranda f € continua, e os limites de integracao sdo fixos, a
derivada parcial afetard apenas o integrando, devido ao fato da funcdo integranda ser
continua. Dessa forma, podemos reescrever a expressao da derivada parcial, na forma:

oJ z [0f 0y  Of 8y'}
— = -2+ =2 1d 6
da /acl [6y Oa * oy’ da “ ©)
onde y' = %.
Isto €, reescrevendo a relacdo (6), teremos
aJ = [0f of |
50 = | [y + g )]a, M

e resolvendo a segunda integral (dentro dos colchetes(7)) pelo método de integracao por
partes, em seguida, aplicando a condicao estaciondria, ficaremos com a relagao

desde que a relacao (8) seja satisfeita pela relacdo (9)
= = 55,=0 )

O resultado ocorre pelo fato da fungéo 7n(x) poder assumir qualquer forma, fa-
zendo com que necessitemos restringir apenas o valor do primeiro fator do integrando.
Esta equacdo € conhecida como Equacao de Euler.

O célculo de variagdes € muito ttil para resolver problemas, como exemplo o
problema da braquistécrona [Butkov 1988]. E neste caso, consideremos uma particula
que se move em um campo de forcas constante, iniciando-se seu movimento a partir do
repouso, por exemplo, tomando como referéncia um ponto (x1, ¥ ), € 0 sistema evoluindo-
se até um ponto inferior (2, y2), conforme é mostrado na Figura 6. Assim, devemos
encontrar a trajetoria, tal que o tempo seja minimizado.
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Para resolver o problema, escolhemos um referencial em que (x, y;) esteja na
origem, € que o campo constante tenha mesma dire¢do e sentido do eixo x, conforme é
indicado na Figura 6.

Figura 6. Caminho que leva uma particula
entre dois pontos no menor tempo possivel

—4

|

{yls IJ_}I

myg *(¥2 *2)

Fonte:lmagem adaptada do livro
Dindmica Cldssica de Particulas
e Sistemas.

Desconsiderando qualquer tipo de forca de friccdo [Nussenzveig 2002], dizemos
que o sistema € conservativo e, portanto, a Energia Mecanica € uma constante (Principio
de Conservagao da Energia Mecanica), ou seja, 7'+ U = constante, sendo 17" = mu? /2
a energia cinética e U = —Fx = mgx a energia potencial da particula, onde g é a
aceleracdo transmitida pela for¢a £'. Como a particula parte do repouso, a energia cinética
em (71, y1) € zero e a energia potencial, neste ponto, também anulara-se, pois o ponto € a
origem (coincidindo). Assim, 7"+ U = 0, determinando o valor da velocidade v = 2gx2.

1=

Por outro lado, 0 médulo do vetor velocidade é dado, por v = [(42)? 4 (%)?],

e o elemento de tempo dt, no intervalo de tempo ¢ + dt, serd, portanto, o quociente do

1
[(da)?+(dy)?] 2
v(z) ’

moédulo do vetor deslocamento dividido pelo médulo da velocidade, dt =

isto é, dt = [(dx);%z(dw]%.

Como queremos minimizar o tempo, trataremos o funcional tempo, trocando-se a
varidvel J por ¢ na condi¢do estaciondria de extremo no funcional (a¢do) J, ficando com
a expressao

= ey

1 . . A . ~
) 59z ]2, ou, explicitando a dependéncia de y como uma funcéo

de z:

t= [T [ @5 g0

Ty 2gx

N
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A equacdo de Euler para este problema toma a seguinte forma:

Of(x,y") dof(z,y)

oy  dr Oy =9 (10)

onde f(x,y) = [%]%. O primeiro termo da equagdo de Euler (10) serd anulado,

pois f(z,y’) ndo depende explicitamente de y, restando o segundo termo, e integrando
este em relacdo z, obteremos
g—; = K, onde K é uma constante. Calculando a derivada parcial em relacdo a
varidvel 3/ explicita, teremos a relacédo
/ 2 . z
[%] = 2gK*. Definindo 2gK? = -, onde a é uma constante, ficaremos
com a relacao

/ 2 . . ~
[%] = 5. Isolando ¢/ e aplicando a integragdo em ambos os lados, temos
y=[ ﬁ. Resolvendo a integral em um sistema de coordenadas polares®,
axr—x<)?2

xr = a(l—cosh) e dx = asenfdl, obteremos o resultado
y = a(f—send)-+constante.

As equagdes paramétricas para o caminho percorrido pela particula, minimizando
o tempo, serdo dadas por: © = a(l—cosf) e y = a(f—send), definindo a trajetdria do
problema, que neste caso, a curva obtida é conhecida na literatura como cicloide. Neste
exemplo simples, destacamos a importancia dos métodos do Calculo Variacional, por isso
€ muito utilizado no estudo de Fisica em geral.

4. Discussao da necessidade das formulacoes de Lagrange e Hamilton frente
a limitacao da formulacao de Newton

Partindo da formulacao de Newton, a equacao F' = ma nos diz que a taxa de variagao
do momento linear (cinético) € igual a forca aplicada. E denotando-se o0 momento por p,
temos uma versao geral da segunda lei de Newton [Goldstein 2000]:

dp

g —P=F (11D

chamada de equacao do movimento de Newton, onde F ¢ dada por uma func¢ao vetorial

F(z,y,2z) dependente da posicdo, ou seja, vetor posi¢cdo de componentes z, y € z, isto é, F

ec’:l um campo vetorial em (11). Considerando que a massa € independente do tempo, entdo
P _

E—mr:ma.

A seguir, forneceremos uma aplicacdo em que surge forca escondida na solucao
do problema, ndo prevista sob condi¢do inicial [Mcquarrie 1976]. Considere um sistema
consistindo do movimento bidimensional de um corpo sob a a¢cdo de uma for¢ca coulom-
biana (atrativa) centrada em um ponto.

No caso, a forga € dada po F = —Fk-3, onde k& € uma constante e - € um vetor
unitario na direcdo do vetor posi¢do r. Isto €, o médulo da forca é r% na direcdo radial.

*(r,0), onde o raio r = a.
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A equacgdo de Newton para o problema produzird o seguinte sistema de equagdes
das componentes de F, a resolver:
kx - ky

mi=——=—5 e my=——"72—73.
(x2+y?)2 Y (z2+y?)2

Para resolver o sistema € mais conveniente (simples) tratar o problema em um
sistema de coordenadas polares (r, 6), e fazendo a transformagio de coordenadas, temos:
x = rcosf e y = rsenf. Em seguida, realizando algumas diferenciacdes diretas, e substi-

tuindo nas equacdes (componentes) de Newton, encontraremos as equacoes:
[m(&-0%r) + %&]cost — m(rf + 207)send = 0,
[m(i-02r) + L]send + m(rf + 207)cost = 0.

Multiplicando a primeira equacdo por cosf e a segunda por senf, e em se-
guida, somando as duas equacdes lado a lado, obteremos a equagdo equivalente:
m(i — 6°r) + & = 0. Esta pode ser simplificada na forma %d%(mr?@) = 0, o que im-
plica o termo m7260 ser uma constante. Esta quantidade, mr2f, que mantem seu valor
fixo durante o movimento da particula, ¢ chamada de momento angular da particula, e é
denotado por /. O momento angular é sempre conservado se o campo de forcas agindo
sobre a particula € do tipo forga central.

Com esse fato podemos eliminar, completamente, qualquer dependéncia da
equagio equivalente m (" — 6%r) + T% = (0 em relacdo ao #, obtendo apenas uma equacao

em r, a saber:

mi — ﬂfwg + 7% = 0, ou pondo na forma F' = ma, ou seja, nlw3 — T% = m#. Assim,
2 z . /. . .
o termo # ¢ uma forca bem conhecida, a forca centrifuga e deve ser introduzida para a

equacao radial da forga.

Isto constitui a principal desvantagem da aproximacdo newtoniana. A forma da
equacgao

mii = F,, (12)
onde 1 € uma coordenada generalizada [Goldstein 2000] na equagdo de movimento para
o sistema fisico, encontrada nas Formulagdes de Lagrange e de Hamilton. Coordenadas
generalizadas permitem entender a dindmica do sistema no espaco de fase bidimensional
(plano de fase) com coordenadas generalizadas da posi¢do (ou x em sistema cartesiano)
e da velocidade (ou = em sistema cartesiano). O conceito de espago de fase se aplica aos
varios campos da Fisica. Por exemplo, no caso de osciladores, ou seja, um oscilador geral
com n graus de liberdade, o espaco de fase € um espaco 2n dimensional. Em geral, as
coordenadas generalizadas podem ser utilizadas para definir um espaco de configuracao
dimensional s (associado ao nimero de graus de liberdade do sistema), com cada ponto
representando um certo estado do sistema.

Para Lagrange ([Goldstein 2000],[Marion 2016]), as coordenadas generalizadas
sdo (g,q) ou (g;,q;), onde g ou g; representa a coordenada generalizada da posi¢do da
particula, e ¢ ou ¢; € a sua correspondente coordenada generalizada da velocidade. E
na formulagdo de Hamilton, teremos as coordenadas generalizadas (¢,p), onde p € o
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momento canonicamente conjugado a coordenada generalizada da posicdo q. Isto é,
nestas duas formulagdes a equagdo de movimento, que governa a dindmica do sistema
fisico, ndo deve depender da escolha do sistema de coordenadas utilizado, pois a Fisica
do problema em estudo ndo deve depender do sistema de coordenadas envolvido no
problema, dessa forma, coordenadas generalizadas sao validas para qualquer escolha do
sistema de coordenadas.

Nesta forma da equagao fundamental da formulagdo de Newton (12), expressa em
coordenadas generalizadas, esta € védlida apenas no sistema de coordenadas cartesia-
nas (x,r), como uma limitagdo desta formulacdo, a menos que estejamos preparados para
definir forcas adicionais, como por exemplo acima, a forca centrifuga que surgiu no de-
correr do desenvolvimento do problema, neste caso, foi detectada no final da resolugdo
do problema, e nao observada no inicio do estudo.

As vezes estas forcas adicionais sio muito confusas para descobrir na avaliacdo
do desenvolvimento do problema, como no exemplo acima. Neste caso, € necessario a
utilizagdo das formulacdes de Lagrange e de Hamilton, que ndo estdo presas a nenhum
sistema de coordenadas, podendo-se utilizar coordenadas generalizadas desde o inicio da
resolucao do problema fisico, avaliando-se o ponto de partida do problema, com todas as
contribui¢des de energia do sistema envolvido, a partir do ponto de partida do problema,
na descricdo de Lagrange com o operador funcional energia Lagrangiano, conforme de-
finido na relagéo (1), L(x,2) = L(q,¢,t) = T — U, que fornece a fungdo energia do
sistema, a lagrangiana, ou de modo semelhante, na formula¢do de Hamilton, definindo-se
o operador Hamiltoniano, dando a fun¢@o hamiltoniana, a energia do sistema.

4.1. Nota sobre Coordenadas Generalizadas

Coordenadas generalizadas ([Goldstein 2000],[Marion 2016],[Butkov 1988]) é qual-
quer conjunto de quantidades que especificam o estado de um sistema fisico. As coorde-
nadas generalizadas sao normalmente formuladas como ¢, g2, ..., ou por ¢;. Um conjunto
apropriado de coordenadas generalizadas é um conjunto de coordenadas generalizadas
independentes, cujo nimero destas, envolvidas no sistema, € igual ao nimero de graus
de liberdade (s) do sistema (varidveis livres ¢;). Em analogia com as coordenadas retan-
gulares, definem-se as velocidades generalizadas ¢;, correspondente a cada coordenada
generalizada da posicdo generalizada g;.

Para as equacdes de Lagrange constituirem uma descricao apropriada da dindmica
de particulas, estas devem ser equivalentes (reproduzir, como caso particular) as equagaes
de Newton. No entanto, o Principio de Hamilton pode ser aplicado a uma faixa ampla
de fendmenos fisicos, em particular, os que envolvem campos, que ndo sao normalmente
associados as equacgoes de Newton.

5. Consideracoes Finais

Deve-se enfatizar que a importincia da teoria dos campos nao se reduz aos campos
fundamentais, ou seja, a fisica de altas energias. Em geral, a teoria cldssica dos cam-
pos constitui a ferramenta para a descricdo de sistemas continuos, na abordagem das
aproximacodes dos formalismos de Newton, Lagrange e Hamilton. Por exemplo, o es-
coamento de liquidos e gases, o transporte do calor, estudo de Optica fisica, os diver-
sos fendmenos associados com processos de mistura e reacdes quimicas entre diferentes
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substancias, o comportamento de plasmas, e assim por diante; ou seja, aplicagdo em to-
dos os espectros de fendmenos macroscopicos, desde realizaciao de experiéncias no labo-
ratdrio até no estudo de meteorologia e astrofisica, tornando-se acessiveis a compreensao
através dos conceitos e métodos da teoria de campos.
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