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Abstract. In this article we present examples of vector spaces of the graphic
type. The only example we knew of was the vector space structure in the para-
ble, which can be seen in [3]. Our work generalizes the idea to a graph of a
defined application of a vector space in a non-empty set. In addition, we also
show that the graph of such applications can be equipped with many structures
of vector spaces. In particular, we show that it is possible to provide the graph
with a vector space structure in which the null vector can be any pre-fixed ele-
ment. Finally, we define an inner product in graphic-type spaces induced by an
inner product in the domain of an application. In addition, we make explicit the
orthogonal subspaces in the graphic type-spaces.

Resumo. Neste artigo apresentamos exemplos de espacgos vetoriais do tipo
grdfico. O tnico exemplo que conheciamos era a estrutura de espago vetorial
na pardbola, que pode ser visto em [3]. Nosso trabalho generaliza a ideia para
um grdfico de uma aplicacdo definida de um espago vetorial em um conjunto
ndo-vazio. Além disso, mostramos também que o grdfico de tais aplicacoes
pode ser dotado de muitas estruturas de espagos vetoriais. Em particular, mos-
tramos que é possivel munir o grdfico com uma estrutura de espago vetorial na
qual o vetor nulo pode ser qualquer elemento pré-fixado. Por fim, definimos
um produto interno em espagos tipo grdfico induzido por um produto interno no
dominio de uma aplicagcdo. Além disso, explicitamos os subespacos ortogonais
nos espagos tipo grdfico.

1. Introducao

Conforme ressalta Dorier em [1], a teoria axiomatica dos espacos vetoriais € uma con-
quista recente da matemadtica e muito embora Giuseppe Peano tivesse dado a primeira
definicdo axiomatica de um espago vetorial em 1888 [76,141-152], a teoria nao foi real-
mente desenvolvida antes de 1920.

Atualmente a teoria dos espagos vetoriais € essencial em muitas subdreas da
propria matemdtica bem como em outras dreas do conhecimento. Podemos citar, por
exemplo, a geometria diferencial que se apropria de um espaco vetorial tangente em cada
ponto de uma variedade para desenvolver seus resultados. Embora a teoria dos espagos
vetoriais de dimensao finita esteja bem desenvolvida, novas perspectivas possuem grande
relevancia em sua compreensao.

Recentemente, Lopes em [5] construiu exemplos interessantes de espagos ve-
toriais considerando bijecdes com um espaco vetorial inicial. Nosso trabalho € uma
contribui¢do a mais na teoria dos espagos vetoriais de dimensao finita.

RCT v.7 (2021) ISSN 2447-7028




RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

www.revista.ufrr.br/rct

2. Preliminares
Vamos comecar essa se¢ao recordando a definicdo de um espago vetorial.

Um espago vetorial sobre um corpo K € constituido de um conjunto nao-vazio £
munido de uma operac¢do de adicao

+:ExXE— F

(wp) = utv
e uma operacdo de multiplicacdo por escalar

- KxFEF—F

Au) = du
satisfazendo as seguintes propriedades:

Associatividade : (u + v) + w = u + (v + w), para todos u, v,w € E.
Comutatividade: © + v = v + u, para todos u, v, € F.

Existe um elemento 0 € £, tal que v + 0 = u, para todo u € F.

Para cada u € V, existe um elemento —u € V tal que u + (—u) = 0.
Associatividade: («.f).u = «.(5.u), para todos o, f € Ke paratodou € E.
Distributividade: (« + ).u = a.u+ [.u, paratodos «, f € K e paratodou € E.
Distributividade: «.(u + v) = a.u + a.v, para todo « € K e para todos u,v € E.
Multiplicagdo pela unidade: 1.u = u, paratodo u € E.

NN RO =

Um subespago vetorial de um espago vetorial E é um subconjunto W # () de
E que também é um espacgo vetorial com as operacdes induzidas pelas operacdes de L.
Como consequéncia, temos que W € subespaco vetorial de I se sdo satisfeitas as seguin-
tes condigdes:

1. W é nao-vazio.
2. u+v € W, para todos u,v € W.
3. a.u € W, paratodo o € K e paratodou € W.

Neste trabalho, salvo mencao em contrario, iremos considerar apenas espagos ve-
toriais de dimensao finita. Além disso, o corpo dos escalares K, serd o corpo dos nimeros
reais R.

Exemplo 2.1. Os espacos R" = {(z1,...,x,); z; € R, i=1,2...,n} com as operagcdes
definidas por

(X1, ey Tn) + Y1y ooy Un) = (1 + Y1, T2 + Y2y ooy T+ Yn)
ATy, ey @) = (A, Axg, o Axy,)

sdo exemplos bem conhecidos de espagos vetoriais de dimensdo finita.

Um conceito essencial neste trabalho € o de grafico de uma aplicag¢do. A respeito
desse conceito temos a seguinte definicao.

Definicao 2.1. Sejam E um espaco vetorial real, X um conjunto ndo-vazioel : £ — X
uma aplicagdo. O grdfico de T é, por defini¢do, o conjunto

G(T)={(u,v) e ExX;ueFE e v=T(u)}.
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Exemplo 2.2. SejaT : R — R a fungdo definida por T'(x) = 2x. O grdfico de T é dado
por
G(T) = {(z,2z); z € R}.

Neste trabalho veremos que retas que ndo passam pela origem de R? podem
ser dotadas de uma estrutura de espaco vetorial, porém perdem a propriedade de serem
subespacos do ambiente R? com as operagdes usuais.

2.1. Produto interno

Um produto interno definido em um espago vetorial £ sobre o corpo dos escalares R é
uma fungdo (, .,) : £ x E — R que satisfaz as seguintes propriedades:

1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w € E;

i) (Au,v) = Mu,v), YA € R, Vu,v € E.

i) (u,v) = (v,u), Yu,v € E.

iv) (u,u) > 0e (u,u) > 0seesdseu#0.

Exemplo 2.3. No espaco vetorial R™, com as operacdes usuais definidas no Exemplo 2.1
o produto interno usual é dado por

(1, 2273), (1,92, Y3)) = T1y1 + T2y2 + Tays.

Definicao 2.2. Sejam E um espaco vetorial com um produto interno (.,.), Wi e Wy
subespacos vetoriais de E. Dizemos que W, é ortogonal a Wy quando (wq,ws) = 0
para quaisquer wi; € W1 e wy € Wy. Para indicar que W1 é ortogonal a W5 utiliza-se a
notagao Wy L W;.

Exemplo 2.4. Os subespagcos Wy = {(z,2z);x € R} e Wy = {(t,—%);t € R} de R?
sdo ortogonais considerando-se o produto interno usual.

Figura 2.1. Subespacos ortogonais em R?

3

Fonte: Autor

De fato: basta ver que se u = (v,2z) € Wy ev = (t,—1L

5) € Wa, entdo
(u,v) = ((z,2x), (t, —%)) = ot + 22(—%) = 0.

Uma das vantagens de se obter subespacos ortogonais € a possibilidade uséd-los
para escrever o espaco como uma soma direta. No exemplo anterior, podemos escrever
R? = Wi, & WQ, onde W, & W, = {wl + wq; Wy € Wiewsy € WQ}
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2.2. Projecoes canonicas
Dados os conjuntos nao-vazios Ap, A, ..., A,, define-se a i—ésima projecdo (ou proje¢ao
no ¢—ésimo fator) 7; : Ay X Ay X ... x A; x ... Xx A, — A; pondo
mi(ar, ag, ...y Gy ooy Ay) = ;.

Exemplo 2.5. Se A, = R?e Ay = Rentdo, m; : R2 xR — R2em :R2xR — R
sdo dadas, respectivamente, por m1((x,y),2) = (z,y) e ma((x,y), 2) = 2.
2.3. Retas em espacos vetoriais
Vamos dar aqui uma defini¢do de reta em espacos vetoriais andloga ao que acontece nos
espacos R".

Recordamos que, no espaco R™, a reta r que passa pelos pontos A e B é dada por

r={(1-t)A+tB;;t € R}.

Em consonancia com esta ideia, temos a seguinte definicao.
Definicao 2.3. Em um espaco vetorial (E,+,.), a reta r que contém os vetores u e v de
E ¢, por defini¢ao, o conjunto r = {(1 —t).u +t.w; t € R}.
3. Espacos vetoriais do tipo grafico: resultados e exemplos

Nosso primeiro resultado mostra como colocar uma estrutura de espaco vetorial no grafico
de uma aplicacao 7' : E — X, onde I € um espaco vetorial e X um conjunto nao-vazio.
E o0 que consta no seguinte teorema.

Teorema 3.1. Sejam E um espaco vetorial n-dminesional, X um conjunto ndo-vazio e
T : E — X uma aplicacdo. Entdo, o grdfico de T' possui uma estrutura de espaco
vetorial n-dimensional.

Demonstragcdo. Dados u,v € E' e A € R, utilizaremos a notagdo u + v para indicar a
adicao e \u para indicar a multiplicacdo, respectivamente, em £. Além disso, os simbolos
@ e O serdo utilizados, respectivamente, para denotar a adi¢cao e a multiplicagdo em
G(T'). A operagdo de adi¢do @ : G(T') x G(T) — G(T') e a de multiplicagdo por escalar
©® : R x G(T') — G(T) serdo definidas por

(u,T(uw) & (v,T(v)) = (u+v,T(u+tv))
AO(u,T(u) = (A, T(A\u)).
Vamos verificar que sdo satisfeitas as oito propriedades de espacgo vetorial.

Dados u = (u, T(u)),v = (v,T(v)),w = (w,T(w)) € G(T) e o, 5 € R, temos:
1. Associatividade:

ud (vbw) =
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2. Comutatividade
udv (u, T(u)) ® (v, T(v))
(u+v,T(u+v))
(v+u, T(v+u))
(v, T(v)) @ (u, T (u))
@ u.

3. O elemento nulo é dado por 0 = (0,7°(0)) € G(T). De fato:

0 (u, T(u)) (0,7(0)) ® (u, T'(u))

0+u, TO0+u) = (u,T(u))

4. O simétrico do elemento u = (u, T'(u)) € G(T') é dado por —u = (—u, T (—u)).
De fato:

(u, T'(u) & (—u, T(—u))

Il
—~

S
+

|

5. Associatividade

| [
B

6. Distributividade
(@+pf)ou = (a+pP)o (u,T(u))
((a@+B).u, T((a + 5).u))
(vu+ B, T(u+ fau))
(vu, T(a.u)) ® (B, T(B.u)
a® (u,T(u) @ Lo (u,T(u)
a®udbou.
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7. Distributividade

COWEY) = ao((uTwW)s (@)
a®(u+v,T(u+v))
(a.(u+v), T(a.(u+v)))
(vu+ av, T(au+ a.v))

= (awu,T(aw)) ® (av, T(av))
= 00 T(w) & ao ()
= aQudadv.

8. Multiplicacao pela unidade

1ou = 16 (u,T(u))
= (lu,T(1l.u))
= (u,T(u))

para qualquer u € G(7T)).

Vamos mostrar que se {vi,vs,...,v,} € uma base de FE entio B =
{(v1, T(v1)), (v2, T(v2)), ..., (U, T(vy)) } € uma base de G(T').

Se ay, as, ..., a, sdo nimeros reais tais que
a1 @ (v, T(v1)) B ... B a, ® (v, T(v,)) =0,

entdo a;vy + ... + a,v, = 0. Como o conjunto {vy, ve, ..., v, } € linearmente independente
em E, segue que a; = ay = ... = a, = 0. Logo, B € um conjunto linearmente inde-
pendente. Por outro lado, como {vy, v, ...,v,} é uma base de E, dado v € E existem
ai,as, ..., a, € Rtais que v = a vy + ... + a,v,. Assim,

(v, T(W)) = (a1v1 + ... + apvy, T(a1v1 + ... + a,vy))
= (a1v1,T(a1v1)) ® ... ® (anv,, T'(anvy))
= 410 (v, T(1)) D ... B an ® (v, T(vy)).

Isso mostra que B gera G(T'). Assim, B é um conjunto linearmente independente que
gera G(T'), possuindo n elementos, como queriamos mostrar. 0

Exemplo 3.1. O conjunto W = {(z,4);x < 0} U{(0,6)} U{(x, 23 +2);2 > 0}, possui
a estrutura de espaco vetorial dada pelo Teorema 3.1. Basta ver que W = G(T'), onde
T : R —|2, 400 € a fungdo tal que

4, se x <0
T(x) =<6, se x =10
242, se x>0.
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Na Figura 3.1 temos uma descricdo geométrica de W. Qualquer elemento do tipo
(,T(z)) com © # 0 constitui uma base desse espaco vetorial. O vetor nulo
do espago é o elemento (0,6), o simétrico do vetor u = (x,4) com v < 0, é o
elemento —u = (—x,T(—z)) = (—xz,—2% + 2). Além disso, se X\ > 0 entdo

A (1,4) = (\, () = (A, 4)
A (x,2° +2) = (Ao, NP2° + 2).
Se A < 0, temos que

AO (z,4) = (A, X323 +2)

AO (z,2° +2) = (\z,4).
Em particular, —(—2,4) = (2,10), 5 (-3,4) = (—15,4), -2 (—1,4) = (2,10).

Figura 3.1. Descricao geométrica de V.

Fonte: Autor

Corolario 3.1. Seja T : E — X uma aplicacdo do espaco vetorial E no conjunto ndo
vazio X e ¢ : X — X uma aplicagdo. Entdo W = {(v, (p o T)(v));v € E} possui uma
estrutura de espago vetorial.

Demonstracdo. E imediato, visto que W = G(p o T)). O

A relevancia do Corolario 3.1 esta no fato de que podemos obter novos espacos
vetoriais a partir de um espago vetorial tipo grafico fixado, como veremos logo a seguir.

Exemplo 3.2. Um caso interessante é obtido quando X ¢é um espaco vetorial e
¢ : X — X € uma homotetia. Neste caso, o novo espago vetorial W = G(p o T)
é obtido a partir do espaco G(T) via uma deformag¢do homotética. Para visualizarmos
essa situagdo, seja T : R — R definida por T'(x) = e~ @=V* Para cada \ € R, os
espagos vetoriais Wy = G(py o T') onde @) : R — R sdo as homotetias ¢\ (z) = Az,
sdo obtidos a partir de G(T) via as deformagdes homotéticas. A Figura 3.2 mostra alguns
casos particulares para ).
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Figura 3.2. Espacos vetoriais obtidos a partir de G(T'), por homotetias

__» Gle,0D) =G

14

G(pﬂ.ﬂ o ]—)

0.8

G(pﬂli o T)

0.6

G(wp,,0T)

G(yp,.oT)

Fonte: Autor

Exemplo 3.3. Sejam T : R — R definida por T(z) = e, ¢ : R — R a translagdo
definida por ¢(x) = = + k, onde k € R. Para cada k € R, o espago vetorial W), =
G(pr o T) € obtido a partir do espago inicial W, = G(T) via uma translagdo vertical.
Podemos dizer que Wy, é uma copia do espaco W, = G(T'). Veja a Figura 3.3.

Figura 3.3. Espacos vetoriais obtidos por translagoes verticais.

d Wi =G(p,0T)
e N\ Wi =Glp,oT)
/W(n.on
1]

2 3 4 5
W_1=G(p ,oT)

W= G(p_,0T)

Fonte: Autor

Nosso proximo exemplo trata de espagos vetoriais unidimensionais no ambiente
R3. Ressaltamos que ndo se trata de um subespago vetorial de R® com suas operacdes

usuais .

Exemplo 3.4. Podemos dotar os subconjuntos Wy = {(z,2*,3);z € R} CR3e

Wy = {(x,cos(z), sen(z));x € R} C R3, com a estrutura de espaco vetorial dada pelo
Teorema 3.1. Basta ver que W, = G(Ty) e Wo = G(Ty), onde Ty, T : R — R? sdo
definidas, respectivamente, por por Ty (x) = (2°,3) e Ty(x) = (cos(x), sen(z)). Temos a
descricdo geométrica destes espacos na Figura 3.4.

!Como é bem conhecido, os subespagos unidimensionais de R? com suas operagdes usuais so as retas
que passam pelo ponto (0,0,0). Com operacdes modificadas adequadamente, podemos ter retas de R® que
ndo passam por (0,0, 0) como seus subespagos.
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Figura 3.4. Espacos unidimensionais no ambiente R3.

&

W, =G(Th)

Fonte: Autor

Ao consideramos fun¢des de duas varidveis reais podemos obter espagos bidimen-
sionais no ambiente R* com veremos a seguir.
Exemplo 3.5. O Paraboloide W = {(z,vy, 2) € R3/z = z* + y?} pode ser dotado com a
estrutura de espago vetorial fornecida pelo Teorema 3.1. E imediato ver que W = G(T)
onde T : R? — R € a funcdo definida por T'(z,y) = x* + y*. Geometricamente W é
estd representado na Figura 3.5

Figura 3.5. Descricao geométrica do espaco .

Fonte: Autor

4. Novas estruturas de espacos vetoriais do tipo grafico

Nesta secao apresentaremos novas estruturas de espagos vetoriais do tipo grafico consi-
derando bijecdes no espaco dominio de uma transformag¢do. Em particular, utilizando
translagdes, vamos ver que podemos obter estruturas nas quais o vetor nulo pode ser qual-
quer elemento do grafico pré-fixado.

A respeito das novas estruturas de espaco vetorial para conjuntos do tipo gréfico,
apresentamos o seguinte teorema.
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Teorema 4.1. Seja T’ : E© — X uma transformagdo e ¢ : E — E uma bijecdo. Entdo,
0 conjunto

W =G(T) ={(v,T(v));v € E}
possui uma estrutura de espaco vetorial com as operagoes de adigdo e multiplica¢do por
escalar definidas por

(u, T(u)) ® (v, T(v))
A O (u, T(u))

Demonstracdo. Vamos verificar que sao satisfeitas as propriedades de espacos vetoriais.
Dados u = (u,T(u)), v = (v,T(v)) ew = (w,T(w)) em G(T) e a, B € R,
temos:
e Associatividade

waview = (o (u) +¢ (), T(e(e™ (1) + ¢ 1(v) ® (v, T(w))
= (plp™ (u) + 97 (V) + ¢~ (w)), T(p(¢™ (u) + ¢~ (v) + ¢~ (w))))
= (u,T(u) @ (p(p~ ' (v) + ¢ (W), T(p(p ™ (v) + ¢~ (w))))
— (0, (W) & [(0,T(0)) © (w, T(w))
= ud|[vow|.
e Comutatividade
udv = (e () + 9 () T(ele™ (u) + ¢ ()
= (ple ' (v) + ¢ (W), T(p(e~  (v) + ¢ (u))))
= (v,T(v)) ® (u,T(u))

e Existéncia de elemento neutro. Vamos mostrar que (¢ (0), 7'(¢(0))) é o elemento
neutro de WW. De fato:

u® (p(0), T((0)))

o
5
© |
S

e Existéncia de elemento simétrico.
Vamos mostrar que (-u) = (o(—¢~(u), T(p(—¢ 1 (u))) é o elementro simétrico
de v € W. De fato:

uod (-u)

o
5
© |
S

e Associatividade

(a.f)Ou (e((.8).07 (), T(e((a.8).0~ (u))))
)

(e (B~ (u

| | 1
Q
©
)
=
ﬁl
Ag\—/

a®(Bou).
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e Distributividade

(a+B)ou = (p((a+8).e" (W), T(e(a+ 8)e " (1))

a.p M u) + B (W), T(p(a.o™ (u) + B0 (u))))

e He(a.p™ (w) + ¢ (e(B.o (1)), T(ele (elap™ (u)))
)

e Distributividade

a0 uav) = a®(ele () + ¢ W) T(e(e " (u) + ¢ ' (v)))
= (p(ap™! !
= (o(a.
= (p(
= (p(

+ ¢ (elap ™ (v)
= (

e Multiplicacao pela unidade.

16 (u,T(u)) = (u,T(u)), para qualquer (u, T'(u)) € W.

De fato:
Lo (w)), T(e(Lg™ (u)))
o (W), Tl (u)))
T(u)).

1O (u, T(w)) = (&

]

Observe que, se considerarmos a constru¢ao dada por Lopes em [5], o Teorema
4.1 torna-se um caso especial do Teorema 3.1.

Corolario 4.1. Sejam T : E — X uma aplicacdo do espago vetorial E no conjunto ndo-
vazio X e (v, T(v)) € G(T') um elemento pré-fixado. Entdo, G(T') possui uma estrutura
de espago vetorial na qual (v, T(v)) é o vetor nulo e o simétrico do vetor (u, T (u)) nessa
estrutura é o vetor (2v — u, T'(2v — u)).

Demonstracdo. Basta ver que a translagio ¢ : E — F definida por ¢(x) = z+v é uma
bije¢do e ¢(0) = v. Além disso, o(—p ' (u)) = p(—(u—v)) = (v —u) =2v—u. [

Na verdade, existem muitas estruturas de espaco vetorial para o grafico G(7) tais
que o vetor nulo seja (v, T'(v)).

Utilizando as funcdes seno e cosseno, apresentamos o seguinte exemplo.
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/@i{//
Exemplo 4.1. O conjunto W = {(x,y, cos(z) + sen(y) + 1)/z,y € R} é o grdfico da
aplicacdo T : R* — R definida por T'(z,y) = cos(x) + sen(y) + 1. Com a estrutura
dada pelo Teorema 3.1, o vetor nulo de W é o elemento 0 = (0,0,2) e o simétrico
de uw = (z,y,cos(x) + sen(y) + 1) é o elemento —u = (—x, —y, cos(x) — sen(y) + 1).
Utilizando a aplicacdo p : R?* — R? definida por o(x,y) = 2(z,y)+(m, 7) e 0 Teorema
4.1, obtemos uma estrutura de espaco vetorial para W cujas operacoes sdo dadas por

udv = (v+z—my+w—m —cos(x+ z) — sen(y +w) + 1)

Aou = ((1=XN)m+ Az, (1= XN)7m+ Ay, —cos(\(z — 7)) — sen(A(y — 7)) + 1),
onde u = (x,y, cos(x) + sen(y) + 1) e v = (z,w, cos(z) + sen(w) + 1). Com esta nova
estrutura, o vetor nulo de W ¢é o elemento (7, 7,0) e o simétrico de u = (z,y, cos(z) +

sen(y) + 1) € o elemento —u = (27 — x,2m — y, cos(x) — sen(y) + 1). Na Figura 4.1
temos uma descri¢do geometrica de W.

Figura 4.1. Descricao geométrica do espaco .

Fonte: Autor

Exemplo 4.2. Seja
W= {(flf,y, V 72 +y2 - 1) € Rg/“(l‘ay)H > 1} U {(x,y, —2)/||<£L',y)|| < 1}
Veja que W = G(T) onde T : R*> — R é definida por

242 —1, 22492 —-1>0
T ={ V7 pol2

—2, 2 +9y?—-1<0.

Geometricamente W estd descrito na Figura 4.2.

Para colocar uma estrutura de espaco vetorial em W na qual o vetor nulo seja
0 = (2,3,2V3) vamos considerar a aplicagio S : R?> — R? definida por p(z,y) =
(x4 2,y +3). E claro que S é bijetiva e o~ (x,y) = (x — 2,y — 3). Utilizando a bijecdo
¢ e 0 Teorema 4.1 obtemos as seguintes operagoes em W.

(flf,y,T(.T,y)@(Z,U),f(Z,U)) = (x—i—z—?,y—i—w—3,f(x—i—z—2,y+w—3))
AO (z,y, T(x,y)) = Mz =2) +2,My = 3) +3,T(AMz —2) + 2, My = 3) + 3)).
E imediato ver que, com essa estrutura, o vetor nulo de W ¢é o vetor 0 = (2,3,2+/3).

Uma observacao pertinente € que se ¢ : £ — E € uma transformacao linear
entdo ¢(0) = 0. Também segue da linearidade de S que (o~ (u) + ¢ 1 (v)) =u+wve
©(Ap~H(u)) = Au. Isso mostra que a estrutura de espago vetorial fornecida pelo Teorema
4.1 € invariante por transformacdes lineares. Além disso, a referida estrutura coincide
com aquela fornecida pelo Teorema 3.1. Por outro lado, se ¢ : £ — E € uma bijecao
tal que ¢(0) = 0 ndo podemos garantir a invariancia da estrutura de espaco vetorial.
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Figura 4.2. Descricao geométrica do espaco vetorial do Exemplo 4.2

Disco aberto de raio I no plano

z=-2, cenirado em (0,0,-2)

Fonte: Autor

5. Subespacos vetoriais do tipo grafico

Nesta sec@o vamos estudar os subespagos vetorias de um espacgo do tipo grafico.

Como ja sabemos da teoria da algebra linear se W é um subespaco ndo-trivial de
um espago vetorial de dimensdo n e se s é a dimensdo de W, entdo s € {1,2,....,n — 1}.
No caso de R"™ os subespagos de dimensdo s = 1 sdo retas que passam pela origem. Ainda
no caso de R", se s = 2 entdo IV € um plano que passa pela origem. Mas, o que podemos
falar da geometria dos subespacos dos espacos do tipo gréifico?

Vamos ressaltar aqui que os espagos do tipo grafico que estamos estudando habi-
tam em algum espaco R". No entanto, em geral, eles ndo sdao subespacos de R"™. Outro
fato que destacamos € que os subespacos usuais do espaco R” também sao subespacgos
do tipo grafico. Sendo assim, casos particulares dos exemplos que construimos neste

trabalho.
Exemplo 5.1. O subespaco W = {(x,2z);x € R} é um subespago unidimensional

do espago R*. Note que W é um subespago do tipo grdfico, pois W = G(T) onde
T : R — R é definida por T'(z) = 2.

Exemplo 5.2. Em R? um plano que passa pela origem é um subespaco vetorial. Por
exemplo, o plano W = {(z,y,0); x,y € R} é o grdfico da fungdo T : R?* — R definida
porT(z,y) = 0.

Pelas construcdes dadas nos Teoremas 3.1 e 4.1, uma reta r que ndo passa pela
origem (0, 0) de R? possui uma estrutura de espago vetorial por ser o grafico de alguma
func¢do 7. Um questionamento pertinente é saber se o espaco vetorial r = G(T') pode
tornar-se um subespaco de R? com operacdes de adi¢do e multiplica¢do por escalar ade-
quadas, isto é, subespaco de R? com uma nova estrutura de espago vetorial. No seguinte
resultado mostramos que toda reta em R? é um subespaco vetorial de R? mesmo que nio
passe pelo ponto (0,0). Em [5], Lopes apresenta uma nova estrutura de espago vetorial
para o conjunto R?, utilizando bije¢des.

Teorema 5.1. Seja o : R — R uma bijecdo. Entdo, as operagoes

(z,9) @ (z,w) = (z+z,0@ () +¢ ' (w))
AO(zy) = Az, (Ao (y))
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definem uma nova estrutura de espaco vetorial para R?. Além disso, tem-se que
W = {(azx, o(x¢~1(b)));a,b € R} torna-se um subespago vetorial de (R*, @, ®). Em
particular, se T : R — R ¢ definida por T(x) = ¢(2p~(b)) com a # 0, entdo
W =G(T).

Demonstragdo. A prova de que (R? @&, ®) € um espago vetorial é essencialmente a
mesma dada por Lopes em [5]. Resta verificar que W é subespago vetorial de (R?, @, ®).
Dados u = (az, p(zp1(b))) e v = (az, p(z¢p~ (b)) em W temos que:

-1

i)z69v2=(ax-%az,¢(w (e (0)) + o (w27 1()))) = (ay, p(yp~' (b)) € W,
onde y = x + z.

i) A ©u = (Aaz, pAe H(p(ze™(b))) = (arz, o(Axp~(b))) € W. Isso encerra a
prova. 0

Exemplo 5.3. Seja R? com as operagées de adicdo de vetores e multiplicagdo de vetores
por escalar definidas, respectivamente, por

(,9) @ (z,w) = (z+z,y+w-—2)
AO(z,y) = Az, Ay —2)+2).

Essas operagcdes foram construidas utilizando-se o Teorema 5.1 e a bijecdo

¢ : R — R definida por p(x) = x + 2. Note que o vetor nulo de
(R, ®,®) é o elemento 0 = (0,2). Na Figura 5.1 a seguir vemos o espago
(R?,®,0) e seu subespaco W = G(T) onde T : R — R é dada por
T(x)=—5+2.

Figura 5.1. O espago (R?, ¢, ®) e um de seus subespacos

(0,2)

Fonte: Autor
Exemplo 5.4. Seja T : R — R definida por T'(z) = 2° + 2. O grdfico G(T) é um
espaco vetorial com as operacdes adequadas, mas G(T) ndo é subespaco de R? com as

operagdes usuais. No entanto, fazendo uso do Teorema 5.1, G(T') torna-se um subespago
de R? com as operagoes definidas por

(z,9) ® (z,w) = (z+2,(Vy—2+Vw—2)"+2)
AO(x,y) = ()xx,A3(y—2)+2).

E fdcil ver que o subespaco gerado por qualquer elemento da forma (0,b) com b # 2
é o eixo dos y. Por outro lado, se (a,b) é um elemento com a # 0, entdo x ® (a,b) =
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(ax, 23 (b—2)+2). Isso, significa que o subespago gerado pelo elemento (a,b) é grdfico da
aplicacdo H : R — R definida por H(z) = @;—32):1:3 + 2. Em particular, (a,b) = (1, 3)
constitui uma base para o subespago G(T') deste exemplo. A Figura 5.2 mostra o espago

R? e seu subespago G(T).

Figura 5.2. O espaco R? e um de seus subespacos.

Fonte: Autor

No exemplo a seguir vamos estudar os subespacos do paraboloide dado no
Exemplo 3.5. Afinal, geometricamente o que sdo esses subespacos?

Exemplo 5.5. Vamos considerar o paraboloide W = {x,y,z* + y?);z,y € R} com as
operagoes definidas pelo Teorema 3.1. Como W possui dimensdo n = 2, seus subespacos
ndo-triviais possuem dimensdo s = 1. Se u = (a,b, a® + b*) é um vetor ndo-nulo em W,
entdo o subespaco S gerado por u é dado por S = {x ® u;x € R}. Vamos procurar
entender o que é, geometricamente, o subespaco S. Note que

rOu=2120 (a,b,a®+b*) = (az, bz, (a* + b*)2?).

Geometricamente temos dois pontos de vista a considerar: do ponto de vista de
W, S é a reta que passa pelos pontos 0 = (0,0,0) e A = (a,b,a® + b%). Do
ponto de vista do ambiente R®, S é uma pardbola. Por exemplo, se A = (1,2,5)
entdo S = {(r,2z,52®);x € R} é uma pardbola em R®. No entanto, do ponto
de vista de W, é a reta que passa na origem de W e pelo ponto (1,2,5), visto que
S={1-2)©(0,0,0) &zxc(1,25); z € R}, em consondncia com a defini¢do
2.3. Na Figura 5.3 temos uma descricdo geométrica de S.

O subespaco S também é do tipo grdfico, pois S = G(h) onde h é a restri¢do da
fungdo T : R? — R definida por T'(x,y) = x> +y?, ao conjunto D = {(x,2z); v € R}.

De modo geral, os subespagos de dimensdo s = 1 em um espaco do tipo grifico
sdo retas passando pela origem do espago, assim como acontece nos espacos R".

Para 0 nosso préximo resultado vamos considerar um espago vetorial (E, +,.) e
¢ : E — E uma bijecdo. Conforme pode ser visto em [5], as operacdes H e [ definidas
em [ por

uBv = (e (u) + ¢ (v)) (0
ABu = oA (u)) )
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Figura 5.3. Descricao geométrica do subespaco S

e -~

Fonte: Autor

tornam (£, H, ) um novo espago vetorial. Neste contexto, as operagdes definidas
para G(T') no Teorema 4.1 tornam-se (u,T'(u)) ® (v,T'(v)) = (u B v, T(u B v)) e
AO (u,T(u) = (A3 u, T(\ & u). No seguinte teorema estaremos considerando G(7T')
com as operagdes B e [0 em conformidade com o Teorema 4.1, estando implicita a bije¢ao
p: B — E.

Teorema 5.2. Sejam T : E — X uma aplica¢do do espago vetorial (E,+,.) no con-
Junto ndo-vazio X e W = G(T') um espago vetorial do tipo grdfico. Entdo, S é subespago
vetorial de W se, e somente se, m,(S) é subespago vetorial de (E,H, ).

Demonstra¢do. Suponha que S seja subespago vetorial de W = G(T). Se
u,v € m(S)e A € R, entdo (u,T(u)),(v,T(v)) € S. Como S é subespaco vetorial
de W, segue que (u, T'(u)) ® (v, T(v)) = (uB v, T(uBv)) € S,istoe, uBv € m(9).
Analogamente, A [ u € m1(S). Portanto, m(S) é subespaco vetorial de (£, H, ). Reci-
procamente, se 71 (.5) € subespaco vetorial de (F, H, [1) entdo, dados wy, wy € S, existem
u,v € E tais que w; = (u,T(u)) e wy = (v, T(v)). Segue que u,v € m(S) e como
m1(S) é subespago vetorial de (E, B, ), resulta que v H v € 7;(S) e portanto obtemos
que (u Bv, T(uBwv)) € S. De modo similar obtemos que (A & u, T(Hu)) € S. Isso
conclui a prova da teorema. 0

Exemplo 5.6. Na Figura 5.4 temos uma descrig¢do do subespaco S = [(1,1,2)] do para-
boloide descrito no Exemplo 3.5 e o subespago 7,(S) do espaco R>.

5.1. Subespacos ortogonais

Dada uma aplicagdo 7' : £ — X do espaco vetorial £ no conjunto nao-vazio X,
podemos introduzir um produto interno no espago vetorial G(7') desde que o espago F
esteja munido de um produto interno. Apds introduzirmos esse produto interno vamos
estudar os subespagos ortogonais de G(T').

Seja £ um espago vetorial com um produto interno (.,.)p. A aplicacdo
(., Joem : G(T) x G(T) — R definida por ((u,T(u)), (v,T(v)))cr) = (w,v)E
define um produto interno em G(7"). Vamos chamar esse produto interno de produto in-
terno induzido.
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Figura 5.4. Um subespaco S tipo graico e sua projecao m;(S5).

Fonte: Autor

Proposicao 5.1. Sejam E = (E,+,.) um espaco vetorial com produto interno .,.)g e
¢ : E — E uma bijecdo. Se E = (FE,H,[@) € o espago vetorial cujas operagdes estdo
definidas pelas equagoes (1) e (2), entdo a funcdo {.,.)g = E x E — R dada por
(u,v)g = (¢~ (u), p~H(v)) g para quaisquer u,v € E, define um produto interno em E.

Demonstracdo. Sejam u,v,w € Ee A\ € R. Entdo:

1)
(uBv,we = (¢ ' (uBv),¢ (w)E
= (o (e (w) + ¢~ ()], ¢ (w))E
= (¢ W)+ ¢ (v), o (w)E
= (¢ (u), o (w)p+ (¢ (v),¢ (w)e
= (u,w)g + (v,w)E.
ii)
ABuw,we = (@ 'ABu),ew)e
= (¢ e (u)], o M (w))p
= (A Hw), o (w)e
= Mo Hu), o H(w))e
= Mu,w)g
iii)
(u, w)g (o7 (), (w))p
= (¢ (w), ¢ (u)p
= (w,u)g
iv)
(u, uyp = (™ (u), ¢ (u)p >0

(u,u)p > 0 & (9~ (u), ¢ (u))p > 0 ¢ (u) #0 = u#0.

O leitor pode consultar [5] para ver que se 0 € (E,+,.) entdo ¢(0) é o vetor nulo de
(E,H, @). Portanto, as propriedades de produto interno sdo verificadas e a proposi¢ao
estd demonstrada. ]

RCT v.7 (2021) ISSN 2447-7028




RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

www.revista.ufrr.br/rct

Se G(T') possui um produto interno induzido, o que podemos dizer sobre a or-
togonalidade entre seus subespagos? A respeito desse questionamento temos o seguinte
teorema.

Teorema 5.3. Seja E um espaco vetorial com produto interno e T : E — X uma
aplicagcdo. Os subespacos Wi e Wy sdo ortogonais em G(T') com respeito ao produto
interno induzido se, e somente se, 7, (W1) e w1 (W2) sdo ortogonais em E.

Demonstragdo. Pelo Teorema 5.2 para cada i = 1,2, W, € subespago vetorial de G(7")
se, e somente se, 71 (W;) é subespaco vetorial de E. O resultado segue da defini¢ao de
produto interno induzido. 0

No préximo exemplo dotamos o espaco R? de uma nova estrutura de espago ve-
torial utilizando uma translacdo. Essa nova estrutura € utilizada para munir o paraboloide
de uma estrutura de espaco vetorial. Com essas estruturas o vetor nulo de R? passard a ser
o elemento (0, 1) enquanto o vetor nulo do paraboloide passard a ser o elemento (0, 1, 1).
Por fim, estudaremos no referido exemplo, os subespacos vetoriais ortogonais.

Exemplo 5.7. Sejam (R?,+,.) 0 espago R? com as operacédes usuais dotado do produto
interno usual e p : R? — R? a bijecdo dada por p(z,y) = (x,y) + (0,1). A bijecdo
define uma nova estrutura de espaco vetorial no conjunto R? através das operacoes:

(r,y) B (z,w) = (z+zy+w—1)
AE (z,y) = Az, A(y—1)+1).

Considere em (R?, 8, ) o produto interno de dado na Proposigao 5.1, isto é,

((z,9), (z,0))p2 = w2 + (y = D(w - 1).

Seja o espago vetorial G(T), grdfico da aplicacdo T : R? — R definida por T (z,y) =
x? + y%. Vamos considerar G(T) com as operacdes

(2,9, T(2,9)) © (2,0, T(z,w)) = ((z,9) B(z,0), T((z,y) B (2,0)))
AO(2,y, T(r,y)) = (A8 (2,y), TAGD (z,y))-

Note que o vetor nulo de (R* H, ) € o elemento (0,1) e o vetor nulo de (G(T),®,®)
é o elemento (0,1,1). Se W, é o subespaco de G(T') gerado pelo elemento (1,1,2),
entdo Wy = {(z,1,2? + 1)}. Como vimos no Teorema 5.2, 7;{(W;) = {(z,1);x € R}
¢é um subespago de (R? B, ). O subespaco S ortogonal a m (W) em R? é dado por
S =H{(0,y);y € R}. Ainda com as ideias do Teorema 5.2, obtemos que o subespago W5
de G(T) ortogonal a Wy é dado por Wy = {(0,y,T(0,y));y € R} = {(0,y,y%);y € R}.
Note que

(1,27 1), (0.4.9%)) ) = 2.0+ (L= 1)y — 1) = 0.

Identificando S com S x {0} e (W) com m (W) x {0} vemos, na Figura 5.5,
uma descri¢do desses subespacos.
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Figura 5.5. Subespacos ortogonais no paraboloide

W,

Fonte: Autor

6. Consideracoes finais

No nosso trabalho apresentamos novos exemplos de espacgos vetoriais tipo grafico. Além
disso, mostramos a possibilidade de munir o mesmo grafico com muitas estruturas de
espacos vetoriais. Em particular, o vetor nulo pode ser reescalonado para ser qualquer
elemento do grifico. Nossos exemplos sd@o de dimensdes um e dois e foram dados uti-
lizando os ambientes R? e R3. Os exemplos podem ser generalizados para qualquer di-
mensao finita. Além disso, mostramos que retas que ndo passam pelo elemento (0, 0) po-
dem ser subespagos do R?, com as operacdes adequadas. Na verdade, isso também pode
ser feito com o gréafico de fungdes bijetivas, isto €, graficos de fungdes bijetivas podem
ser subespacos do R? com uma estrutura adequada. A mesma discussio pode ser esten-
dida para os espagos R". Por fim, introduzimos um produto interno em espacgos do tipo
gréifico e analizamos os subespagos ortogonais em exemplos que sdo tratados neste traba-
lho. Acreditamos que nosso trabalho d4 uma contribui¢do a mais na teoria dos espagos
vetoriais de dimensao finita.
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