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Abstract. This paper presents a simplified mathematical model of a petroleum
reservoir on a porous rock with two phases,one composed by polymer diluted in
water and the other one composed by oil. In order to obtain the saturation of
both phases in relation to the reservoir and the saturation of the polymer in the
aqueous phase, we obtain a Riemann problem. The purpose of this article is to
obtain solution to this problem and to analyse such solution.

Resumo. Este artigo descreve um modelo matemdtico simplificado de um reser-
vatorio petrolifero sobre uma rocha porosa contendo duas fases, uma composta
por dgua com polimero diluido e outra por dleo. Afim de obter as saturagoes
destas duas fases em relacdo ao reservatorio e a saturagdo do polimero na fase
aquosa, obtemos um problema de Riemann. O objetivo deste artigo é obter a
solugdo deste problema e fazer uma andlise da solugdo obtida.

1. Introducao

Um reservatorio petrolifero formado por rocha porosa, utilizando sua pressdo natural, tem
um fator de produgdo de petrdleo entre 5% e 15% [Menezello 2009], [Thomas 2001].
Devido a queda desta pressao, nao se consegue extrair o restante do 6leo de forma na-
tural. Apds esta etapa, € feito um pogo injetor para utilizacdo de um método secundario
ou avangado de extracdo. A modelagem matematica proposta neste artigo provém do
método avancado que consiste em injetar, através do poco injetor, 4gua com polimero
dissolvido, para diminuir a diferenca das viscosidades entre os fluidos atuantes, aumen-
tando com isso a efici€ncia da produgdo. Este modelo consiste de trés componentes: dgua,
polimero e 6leo e de duas fases méveis: aquosa (dgua + polimero) e oleosa. Para cada
componente, serd utilizado a Lei de conservacdo das Massas e para cada fase a Lei de
Darcy [Peaceman 1977]. A fim de obter um modelo simplificado, iremos adotar algumas
hipéteses simplificadoras com intuito de estudar um modelo menos complexo. Através
destas leis, das hipéteses simplificadoras, de uma mudanga de varidvel adequada e uti-
lizando uma condic¢do inicial que modela o instante ¢ = (0 obtemos um problema de
Riemann cuja solugdo nos dara saturacao da fase aquosa no reservatorio e a saturacao do
polimero na fase aquosa, ambas em funcdo do espaco e do tempo. A solucdo deste Pro-
blema nos daré informagdes para que possa ser feito uma otimizagao da produgao de tal
forma que, o custo da produciao, os riscos a0 meio ambiente e o risco a vidas humanas se-
jam o mais baixo possivel, dai a importancia de obter estas solu¢des, mesmo de modelos
matematicos simplificados.
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2. Modelagem do Reservatorio

Considere o reservatério homogéneo, sem fontes ou sumidouros, onde as densidades da
fase aquosa e da fase oleosa sdo incompressiveis. Sejam (x,t) € R x RT, ¢ = ¢(z,1)
a saturag¢@o do polimero na fase aquosa, s = s(z,t) e s, = s, (z,t) a saturagdo da fase
aquosa (saturacdo da dgua + saturacao do polimero), e do 6leo no reservatorio, respecti-
vamente, v e v, as velocidades da fase aquosa e oleosa, respectivamente e ¢ = ¢ (x) a
funcado porosidade do reservatério. Da Lei de Conservacdo das Massas, obtemos o Sis-
tema

Os  Ov
gba 5‘5 =0 (fase aquosa)
s v
o o 1
) azf 4)— o » (; (6leo) ()
0 (sc ;
\ ¢ pr + e =0. (polimero)

Como s e s, sdo saturagdes e ¢ = s,/s (s, saturacdo do polimero no reservatério) € a
saturacdo do polimero na fase aquosa, entdo estas varidveis pertencem ao intervalo [ =
[0, 1].

Considere a Lei de Darcy para cada fase sem efeitos gravitacionais. Com isso,
obtemos as equacgdes de velocidade da fase aquosa e oleosa
Ip

op
_ e — ) to 2
v oxr € Y Ao oz’ @)

respectivamente, em que A = A (s,¢) = Kkr s Ao = Ao () = Kkrz(s), p=p(x)ep, =
Do () s@o as pressdes das fases aquosa e oleosa respectivamente, K € a permeabilidade
absoluta da rocha, k, = k, (s, ¢) e k., = ky, ($) s@o as permeabilidades relativas das fases
aquosa e oleosa, respectivamente, e u (¢) e j1, sd0 as viscosidades da fase aquosa e da fase
oleosa, respectivamente. Neste modelo, a viscosidade da fase oleosa € constante e a da
fase aquosa varia de acordo com a saturagcao de polimero nesta.

Considere que a velocidade total vy = v + v, ndo muda quando o polimero é
dissolvido na dgua, ou seja, a velocidade total v, permanece constante ao longo do tempo.
Da Equagdo (1) conclui-se vy € constante. Da Equagao (2) conclui-se que:

Ipe
v=vpf+h2 (3)
ox’
onde p. = p. (x) é a pressdo capilar entre as fases aquosa e oleosa e
As,0) A(s,) Mo (5)
= = h=h = . 4
f=1E9= G NG © (59 = 5.0+ 2 () ®

Como a diferenca de pressao entre as fases € muito pequena, vamos simplesmente des-
preza-la. Com isso, a Equacdo (3) torna-se

v=uorf. (5)
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Considerando a primeira fun¢do de (4) na primeira equacdo de (1), com a mudanga
de variavel

7 e t vrt
xr=2x = —’
¢
obtemos o sistema de EDPs
0(sc) , 0(cf (5.0)) _,
ot oz
que, juntamente com a condi¢ao inicial
(s“,c¥), sez <0 (injetor)
,¢) (7,0) = s 7
(5,0)(2,0) { (s®,cf), sez >0, (produtor) ™

constitui o problema de Riemann a ser abordado neste Artigo. Para simplificar a notagao,
volmos voltar a usar x e ¢, respectivamente, no lugar de # e £. Vamos considerar também o
Modelo de Corey simplificado com expoente unitario para as fungdes de permeabilidade
relativa [Corey 1954], isto é,

E(s)=s e ko(s)=(1—5s). (8)

Os expoentes de Corey unitdrios tornam as permeabilidades relativas em funcdes linea-
res. Devido a isso, 0 modelo matemaético torna-se muito impreciso em relacdo a realidade
fisica. Consideramos estes expoentes a fim de obter um modelo matematico mais simpli-
ficado possivel. Sabemos que a viscosidade da dgua € menor que a do polimero e esta é
menor do que a do dleo, isto €, sendo (i, pp € [, as Viscosidades da dgua, do polimero
e do 6leo, respectivamente, temos /i, < ft, < [L,. Vamos considerar R (¢) = p(c) /pos
onde /i (¢) = (pp — fw) € + f4y- A expressdo no numerador da fungdo R representa a
viscosidade da fase aquosa (dgua + polimero). Substituindo (8) na expressdo f de (4),
obtemos a funcao de fluxo

f(s,c) =

S

s+ R(c)(1—s)

€))

Observe que, quando a saturacdo do polimero na fase aquosa € constante, o grafico da
funcao fluxo (9) torna-se similar ao da equacao de Burgues [LeFloch 2002], porém, com a
concavidade voltada para baixo. Dependendo das constantes da fun¢do R, a concavidade
do grifico da funcdo fluxo f pode ser voltada para cima ou para baixo. A viscosidade
da fase aquosa € sempre menor do que a viscosidade da fase oleosa para todo ¢ € I,
logo, R (¢) < 1. Para o desenvolvimento dos gréficos utilizados neste Artigo, utilizemos
fo = 1.0, p, = 1.5 € p, = 2.0.

3. Propriedades da Funcao Fluxo

Sejam €2 = [ x [ o espago de estados e f : {2 — R a fun¢io fluxo dada por (9), onde
Ly < [ < [to. Entdo f satisfaz as seguintes propriedades:

(i) f(0,¢)=0e f(l,¢)=1,paratodoc € I;

RCT v.5.n.9 (2019) ISSN 2447-7028




RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

www.revista.ufrr.br/rct

(i) g—f (s,c) > 0, para todo (s,c) € int (Q);
s

(iii) g—f (s,c) < 0, paratodo (s,c) € int (Q);
c
2

(iv) % (s,¢) <0, para todo (s, c) € int ().
s

f(-./C)
1+ f(c1)

f('762)

Figura 1. A figura ilustra que a funcao de fluxo f cresce em relacao a s e decresce
em relacdo a c. Neste caso ¢; =0 < ¢ = 0.4.

4. Ondas Fundamentais

Para obter a solucao global do Problema de Riemann (6)-(7) precisamos obter as ondas
fundamentais que a compde. Neste caso, temos ondas continua e descontinua, sendo que
a descontinua deve satisfazer uma condicao de entropia para termos unicidade da solugao.

4.1. Ondas de Rarefacao
Considere as fungdes F, G : 2 — R? definidas por

G (s,c) =(s,s¢c) e F(s,c)=(f(s,c),cf (s,c)). (10)
Sendo u = (s, ¢), entdo o Sistema (6) € escrito na forma
01G ()] | 9IF (u)]
ot Oz

Calculando as matrizes jacobianas temos

10 & a
4G (u) — e dF (u) = | o c .
w=(1 1) edra Sy

Observe que matriz dG (u) € inversivel para s € (0, 1]. Para solu¢des continuas, o Pro-
blema de Riemann (6)-(7) € escrito como

= 0. (11)

(12)
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na qual a matriz A (u) é dada por

of of
A(u) = [dG (w)] "' dF (u) = ( o ) (13)

S

onde u” = (s*,c") e uff = (5%, cf) sdo os estados iniciais distintos em €.

A matriz A (u) possui 2 autovalores denominados velocidades caracteristicas re-
lacionadas as solugdes continuas do Problema de Riemann (12). Neste caso, as velocida-
des caracteristicas sao dadas por
f(s,¢)

$,¢) < Ay =Ny (s,0) = ,

)\IZAI(S’C):E( S

para todo s € (0,1] e ¢ € [0,1]. A igualdade ndo ocorre porque as velocidades carac-
teristicas ndo estdo definidas em s = (0 e como existe uma relacdo de ordem entre os
valores caracteristicos, entdo o Sistema (6) é estritamente hiperbolico [Smoller 1994].
Geometricamente, para cada valor de c fixo, A\, representa o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico da funcdo f (s,c). Ja Ay representa o coeficiente angular da reta se-
cante nos pontos (0,0) e (s, f (s,c)).

f('v CO) !
1+ AL = %(S,Co)
|
!
!
!
!
1
Ay = f(S;C(])
!
l —
0 I s

Figura 2. A figura ilustra as duas velocidades caracteristicas \; e \,. Estas
velocidades sao os coeficientes angulares das retas indicadas para um ¢ = ¢.

Sejam e; e ey 0s autovetores correspondentes a A\; e Ao, respectivamente. Os
autovetores relacionados a matriz A (u) sdo chamados de campos caracteristicos. Para
A1 temos que e; = (1,0). Para \; temos que e; = (%, Ao — A1) paras € (0,1) e para
s € {0, 1} temos e; = (0, 1).

Sejam \;, com ¢ € {1,2}, uma velocidade caracteristica da matriz A (u) e e; seu
respectivo campo caracteristico. Seja £ = x/t e suponha que u (z,t) = v (s(§),c(§))
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seja solucdo continua do Sistema (12). Uma onda de i—rarefacdo do estado u” para o
estado ' é uma solugio continua de (6)-(7) da forma

ul, se 2 <\ (uh)
u(z,t) = ¢ v, se X (ub) <L <N (uf) (14)
uft se 2 >\ (uf),
onde v = v (s(§),c(§)) é asolugdo do problema de valor inicial
dv
g€ (v(s(£),c(8)))

v (s(0),c(0)) = u”,

tal que a velocidade caracteristica \; (u) cresga de \; (u”) para \; (u*) quando u variar
de u” até u®. A conclusdo deste tipo de solugio pode ser encontrada em [Smoller 1994].
Observe que para cada ¢ temos uma solugao continua. Cada velocidade caracteristica \;
com seu respectivo campo caracteristico e; determinam uma ¢—familia caracteristica.
Dessa forma, temos ondas de rarefacdo da 1—familia e da 2—familia.

Definicao 4.1. Uma curva integral relacionada a onda i—rarefacdo é a familia de
solucées Equacdo Diferencial Ordindria

dv

— =¢;(v(s(§),c .

TS (v(s(£),c(€)))

Definicao 4.2. Uma curva de rarefacdo da familia i (ou curva i—rarefacdo) por um
estado inicial u* é o conjunto de estados u € Q que podem ser conectados ao estado u'*
por uma onda i—rarefagdo.

As curvas de i —rarefagdo estio contidas na curva integral relacionada a ¢ —familia,
por isso, precisamos determinar as curvas integrais dos campos caracteristicos e; € es €
em seguida as ondas de rarefagdo. Como a matriz A (u) possui duas velocidades carac-
teristicas \; e Ay, entdo podemos ter duas de ondas de rarefacao.

4.1.1. Onda de Rarefacao da 1—familia

) ) L. af )
Considere agora a velocidade caracteristica \; = s com seu respectivo campo carac-
s

teristico e; = (1,0). As curvas integrais associadas a esta familia sdo retas paralelas
ao eixo das saturagdes, isto €, ¢ € constante. Neste caso, para que haja uma onda de
1—rarefagdo de (s”,c") para (s”,c) € necessdrio que & = ¢ e que A; (s,c") seja
crescente com s variando de s* para sf. Das propriedades (i)-(iv) da fun¢io fluxo f
temos que \; (s, c”) é crescente de s” para s se s > s*.

4.1.2. Onda de Rarefacao da 2—familia

Considere a velocidade caracteristica A, com seu respectivo campo caracteristico es.
Neste caso, temos que analisar duas situagdes: quando s € (0,1) e quando s = 1. No
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primeiro caso, as curvas integrais do campo caracteristico e, satisfaz o Sistema de EDOs

as _of
¢ Oc
de
d_é — )\2 — )\1.
Como )\ < )\, entdo
of de
e ds =X\ — Ap, (15)

0 d ..
Observe que, como 8_f < 0 temos d_c < 0, uma vez que \; < \y. Isto significa que,
c s

) ) , 3 Oc
ao longo das curvas integrais, ¢ (s) é decrescente. Outro fato a ser observado é que —
existe para todo s € (0, 1], ou seja, ndo existe uma reta tangente a c (s) paralelo ao eixo
c¢. No segundo caso, temos que A (1,¢) = 1 para todo ¢ € [0, 1], isto é, Ay é uma funcéo
constante em c. Portanto, a curva integral relacionada a A\, para s = 1 é a reta vertical ao
eixo s que passa pelo ponto (1, 0).

1 1

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

T T T T Y t t t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
s s

Figura 3. A figura ilus- Figura 4. A figura ilus-
tra as curvas integrais da tra as curvas integrais da
1—familia. 2—familia.

4.2. Ondas de Choque

A onda de choque € uma solugdo descontinua do Problema de Riemann (6)-(7) ao longo
dareta 3 = o, onde o € obtida através da relag@o de Rankine-Hugoniot

o[G (") -G W")] =F (") - F (u"), (16)

em que G, F : Q — R? sdo as fungdes definidas em (10) que satisfaz alguma condicdo
de entropia. Esta solugdo, para os estados u” = (s%, c*) e u”t = (s, ), é da forma

L

u”, se ¥ <o
u(x,t>={ e (17)
) t ’
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onde u = (s,c¢), e o é a velocidade de propagacdo (ou velocidade de choque) extraida
da relacao de Rankine-Hugoniot. Sem a condi¢@o de entropia, a solucdo descontinua do
Problema (6)-(7) ndo possui unicidade. Como vamos considerar solu¢des descontinuas
fisicamente possiveis, exigiremos esta condi¢ao.

Vamos agora encontrar as duas expressdes, o, € 09, para a velocidade de choque
o em fungdo dos estados (s, c") e (s, ¢?) fixados. Da Equagdo (16) obtemos o sistema

o (SR — sL) =f (SR,CR) —f (sL,cL) , 18
{ o (sRcR — chL) =cif (SR,CR) —clf (sL,cL) . (18)

Observe que temos duas situacdes, uma quando c* # ¢ e outra quando c* = ¢f. Cada
uma dessas situagdes vai determinar uma i—familia. No caso em que ¢ = ¢! a segunda
equacgdo de (18) torna-se a primeira. Dessa forma, o Sistema (18) torna-se a relagdo de
Rankine-Hugoniot para o caso de uma varidvel. Dessa forma, a velocidade de choque
serd relacionada a 1—familia, uma vez que, no caso das ondas de 1—rarefacdo as retas

horizontais determinam a 1—familia. Logo, a velocidade que choque o, € dada por

LyR) = fstch)—f (SvaR>.

o1 (u”,u pr—" (19)

No caso em que c* # ¥, isola-se f (s”, ") na primeira equagdo de (18) e substituindo-a
na segunda, obtemos a equagdo

L R) f <SL’ CL) ) (20)

O2 (U, U =
(u. &
Caso isole f <SL, ct ) na primeira equacao, obtemos também a expressao

L R) f(SR’CR). Q1)

02 (U , U = SR
Com isso, concluimos que a velocidade o2 é constante. O indice 2 na velocidade de
choque ¢ indica que ela estd relacionada a 2—familia, uma vez que, oo = \s.

Defini¢iio 4.3. Fixe um estado u° € Q). A curva de Hugoniot por u°, denotada por H (u°),
¢ o conjunto dos estados u € () tais que exista o € R satisfazendo a equacdo

H (W, ou)=F(u)—F (1) -0 [Gu) -G ()] =0. (22)

Neste caso 0y e 0, satisfazem a Equagdo (22). Cada ¢ determina uma Curva de
i—Hugoniot, denotada por H; (u°).
Defini¢io 4.4. Uma curva de choque por um estado inicial u* € € é o conjunto de
estados u € §) que podem ser conectados ao estado u® por uma onda de choque.

Para a velocidade de propagacdo o;, temos uma curva de i—choque. Quando
a curva de 1—choque coincide com a curva ;—rarefacdo estas curvas sdao chamadas de
curva 1—contato. Como o0y = ), entdo a curva de 2—choque coincide com a curva
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2—rarefacdo. Dai, temos a curva 2—contato, que a chamaremos simplesmente de curva
de contato.

Para obtermos uma solucao descontinua tnica, vamos utilizar a condi¢ao de en-
tropia de Oleinik-Liu [Smoller 1994], [Liu 1974].

Condicdo de Entropia de Oleinik-Liu - Sejam F' e G as aplicacdes definidas em
(10) e o : Q2 x Q — R funcdo velocidade, tal que

o (u1,uz) [G(w1) — G (uz)] = F (u1) — F (ug), (23)

para todo (ui,us) € € x Q. A condi¢do de entropia de Oleinik-Liu é satisfeita se as
desigualdades

o (u, uR) <o (uR, uL) <o (u,uL) , 24)

sdo verificadas para todo u € H (uL ) Basta mostrar uma dessas desigualdades.

Para a 1—familia a desigualdade (24) € satisfeita se s* < sf'. Ja a 2—familia, a
desigualdade (24) € facilmente satisfeita, uma vez que o, € constante.

5. Solucao do Problema de Riemann

A forma de obter a solu¢do global do Problema de Riemann (6)-(7) serd a mesma utilizada
em [Lima 2015] e [Silva 2015]. Tal forma consiste em dividir o espaco de estados €2 em
regides onde, primeiramente, o estado u! serd fixado. Apds isto, o espaco de estados
sofrerd uma nova divisdo onde o estado u” sera fixado. Dependendo das regides onde
os estados serdo fixados, uma expressao da solucao do Problema de Riemann (6)-(7) sera
determinada. Nos casos mais complexos, a solu¢do consiste na composi¢ao entre as ondas
da 1—familia e contato.

Sejamu~ = (s7,¢")eu™ = (s*,c") os estados a esquerda e a direita, respectiva-
mente. A velocidade inicial e final da onda ¢ —rarefacao sdo as velocidades caracteristicas
i (u™) e \; (u™), respectivamente. J4 a velocidade da onda i—choque entre os estados
u~ e u™ é a velocidade de propagacdo o; (u~,u"). Estas velocidades sdo chamadas de
velocidades de onda. Chamemos simplesmente de :—onda a onda de ¢ —rarefacio ou onda
de :—choque. Vamos usar

um —— ut
para denotar que o estado u~ pode ser conectado ao estado u™ por uma i—onda, com
i€ {1,2}.

Para o caso ¢ = ¢! a solu¢dio do Problema de Riemann (6)-(7) consiste em apenas
na 1—onda conectando o estado u” ao estado u”, isto é,
1
ut — u®.

Se s > s%, entdo a 1—onda é uma onda de 1—rarefacio e se s* < s’ temos uma onda
de 1—choque.

Suponha agora que ¢ # c®. Neste caso duas situagdes podem ocorrer. Uma,
quando os estados u e u” estdo na mesma curva integral e o outra que ndo estdo. Se estes
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estados estiverem na mesma curva integral, entdo a solu¢ao do Problema de Riemann (6)-
(7) consiste de um contato conectando o estado u” ao estado u%, isto é,

2
ut = ",

R ndo estejam na mesma curva de integral.

Suponha também que os estados u” e u
.~ . . i : i
Definicio 5.1. Considere uma i,—onda u* — uM e uma i,—onda u™ 2+ u®. Sendo
i . . is . .. . ~
Ulina, @ velocidade final da i,—onda e v}, .., a velocidade inicial da i,—onda, entdo,
dizemos que estas ondas sdo compativeis na solugdo do problema de Riemann com estado
a esquerda u” e estado a direita u” se

71 19
Ufinal g Vinicial* (25)

A solucdo do Problema de Riemann consiste de uma sequéncia de 1—ondas e
2—ondas compativeis que conectam o estado a esquerda u! ao estado 2 direita u* por um

estado intermedidrio u™.

Teorema 5.1. Sejam u” e u' estados a direita e a esquerda, respectivamente, no espaco
de estados ) tais que c¥ # c® e que ndo estejam na mesma curva de contato. Seja
uM o estado intermedidrio determinado pela intersecgdo da curva 1—onda do estado u*
com a curva 2—onda do estado u®. Entdo, a solugcdo do Problema de Riemann (6)-(7)

compativel é da forma
1 2
ut — uM = Uk,

onde a 2—familia é um contato.

Demonstragdo. A 2—familia é constituida por uma curva de contato, com isso,

U2

inicial — Uj%inal = )\2 (uL) = )‘2 (UM) = 02 (uL7 UM) .

Caso vj;, = M1 (u™), as ondas sdo compativeis, uma vez que \; < A, para qualquer
estado u € (0,1] x [0,1]. Suponha agora que v};,,, = o1 (u”,u"). Note que ambas as
velocidades encontram-se na reta ¢ = c¢*. Das propriedades da funcdo fluxo f conclui-se

que oy (uf, u™) < Ag (u). |

Iremos agora obter as regides para os estados serem fixados. A regido para o es-
tado u” € o préprio espaco de estados 2. Para o estado u*, considere um estado qualquer
u® em €. Denotemos por I" (u°) a curva integral que contém o estado u°. Acompanhe
a divisdo do espaco de estados na Figura 5. Fixe o estado u” no espaco de estados ) e
considere a curva integral I' (u”). Considere agora o estado u§ = (0,c") obtido pela
intersec¢do da reta ¢ = ¢ com a reta s = 0. Dessa forma, vamos dividir o espago de
estados em 3 regides como a seguir.

e [?; - Regiao a direita da curva I' (uL);
e R, - Regido entre as curvas I" (ué) el (uL);
e 3 - Regido a esquerda da curva I (uOL )
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No teorema a seguir, u™ & o estado intermedidrio dado pela interseccdo da curva de

contato I' (u*?) com a curva ¢ = c&.

Teorema 5.2. Seja u” € 2 fixo.
(i) Se uf' € Ry, entdo a solugdo do Problema de Riemann (6)-(7) é dada pela
sequéncia de ondas
ul LM 2y u®?,
onde a 1—familia é um 1—choque e a 2—familia é um contato. (Figura 5)

(ii) Se u® € R,, entdo a solugdo do Problema de Riemann (6)-(7) é dada pela
sequéncia de ondas

1 2
ul — uM =5 o,

onde a 1—familia é um 1—rarefacdo e a 2—familia é um contato. (Figura 6)

€
1
L
ul oM
uy o X
T (ug) F(wh) T 1 s Cul) TWh Twh 1 5

Figura 5. A linha tracejada ilus- Figura 6. A seta ilustra a curva
tra a curva de 1—choque do es- de 1-rarefacdo do estado u”
tado «” para o estado «" e li- para o estado «"' e linha ama-
nha amarela a curva de contato rela a curva de contato de "
de « para u”. para u".

(iii) Se u'* € Rs, entdo o Problema de Riemann (6)-(7) ndo possui solugdo. (Figura

7)

»
-

I (u) T(uf) I'(ub) 1 s

Figura 7. O Problema de Riemann nao possui solucao.
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6. Exemplo de Aplicacao

Considere um reservatdrio petrolifero qualquer nas hipéteses do modelo, com viscosida-
des p,, = 1.0, up = 1.5 € p, = 2.0. Com isso, temos a fungdo fluxo

s
10 = S omer 05 0 =9

Suponha que o reservatorio tenha, inicialmente, em seu lado esquerdo, uma saturacao de
agua de 0.65 e uma saturagcdo do polimero na fase aquosa de 0.26 e, em seu lado direito,
uma saturacdo de dgua de (.78 e uma saturagdo do polimero na fase aquosa de 0.82.
Aplicando estes dados no modelo, obtemos o Problema de Riemann

( @4_8]‘(3,0)

26 Def (s.0)
sc cf(s,¢)
5 + g =0 (26)

(0.65,0.26), se z < 0
(0.78,0.82) , se = > 0.

(5.0 0.0) = {

\

Observe que o estado a direita uf* = (0.78,0.82) pertence a regido R;. Logo, a solugio
do Problema (26) € dada por

O = ST
com a 1—onda de 1—choque e a 2—onda um contato. A Figura 8 ilustra a solu¢do no
espaco de estados €2 e a Figura 9 no espago sz.

S
¢ A A
1
\UR sM =0.85
1
1
! st =0.78
L
st =0.65
L ut M
Uy o X
I'(uf) Fh) w1 s 03 oan ;

Figura 8. Solugdao do Problema
de Riemann para os estados u’ =
(0.65,0.26) e u® = (0.21,0.57) .

Figura 9. Solugao do Problema de
Riemann no Espaco sx para t =
0.44.

A Figura 9 ilustra as saturagdes das fases aquosa e oleosa no instante ¢ = 0.44.
Com o passar do tempo, percebe-se que a saturagdo do 6leo aumenta com relacdo a fase
aquosa. Isto ocorre pelo fato da condi¢do inicial indicar uma quantidade maior da fase
aquosa do lado direito do reservatério, o que € fisicamente impossivel, pois esta fase esta
sendo injetada pelo lado esquerdo. Porém, no modelo matematico, € possivel este tipo de
situagao.
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Suponha agora que um reservatério tenha, inicialmente, em seu lado esquerdo,
uma saturacdo de dgua de 0.65 e uma saturacdo do polimero na fase aquosa de 0.26 e,
em seu lado direito, uma saturagdo de agua de 0.21 e uma saturagdo do polimero na fase
aquosa de 0.57. Aplicando estes dados no modelo, obtemos o Problema de Riemann

( aS a.f (S,C) _
(éStC) + (CL];EES)C)) — O (27)
[ (0.65,0.26), sex < 0
(s,¢)(z,0) = { (0.21,0.57), se x > 0.

\

Observe que o estado a direita u®* = (0.21,0.57) pertence a regido R,. Logo, a solugdo
do Problema (27) é dada por

ub 5 uM 2yl
com a 1—onda de 1—choque e a 2—onda um contato. A Figura 10 ilustra a solu¢do no
espaco de estados €2 e a Figura 11 no espago szx.

S
A
1
st = 0.65
sM =0.35
- st =0.21
1 s =
0.35 0.48 0.61 X
Figura 10. Solucdo do Problema . .
de Riemann para os estados u” — Figura 11. Solucao do Problema
(0.65,0.26) e u®® = (0.21,0.57). de Riemann no Espaco sz para ¢t =
0.44.
A Figura 11 ilustra as saturacdes das fases aquosa e oleosa no instante ¢ = 0.44.

Observe que, no decorrer do tempo, a saturacdo da fase aquosa aumenta enquanto do
6leo diminui dentro do reservatério.

Estes exemplos nao provém de um reservatorio petrolifero real. Todavia, a solug¢ao
do modelo matematico expressa informacgdes relevantes que podem ser utilizadas para
analise de viabilidade do uso de polimero como ferramenta de extracdo. Além disso,
com a solucdo, pode-se fazer uma otimizagdo do uso do polimero, uma vez que este
componente possui um custo para a empresa que estd extraindo o 6leo e o seu uso em
excesso pode causar um dano maior ao meio ambiente.
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