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Abstract. In this paper we present solutions of shock, rarefaction and composite
for the Riemann problem for the Burgers align and the Riemann problem for the
cubic flow, in both cases the Scalar Conservation Law was considered. The
solutions of shock and rarefaction were obtained in the first case and shock,
rarefaction and composite solutions in the second case.

Resumo. Neste artigo é apresentado as solucoes de choque, rarefacdo e com-
posta para o problema de Riemann para a equacdo de Burgers e o problema
de Riemann para o fluxo cibico, em ambos os casos foi considerado a Lei de
Conservagdo Escalar. Foi obtido as solugdes de choque e rarefagdo no primeiro
caso e solugoes de choque, rarefacdo e composta no segundo caso.

1. Introducao

De maneira geral, problemas fisicos em dindmica dos fluidos possuem elementos basicos
em comum, como por exemplo: densidade do fluido, viscosidade, porosidade do meio,
transferéncia de massa, entre outros; estes elementos estdo relacionado entre eles por
certas leis. Para o entendimento de algumas destas leis, na Sec¢do 2 apresentamos a Lei de
Darcy e a Lei de Conservagdo de Massa, mostrando uma modelagem do fluxo de fluido
através de uma caixa porosa. Neste trabalho, € deixado em aberto se hd um caso particular
que conecta este modelo e a equacdo de Burgers, para trabalhos futuros.

Com carater introdutério, na Secdo 3 € mostrada a solugdo para a equagao de trans-
porte, em seguida, na Secdo 4 € solucionada a lei de conservacgdo sujeita a uma condic¢ao
inicial. A equacdo de transporte e a equagdo de Burgers sdo ambas casos particulares da
lei de conservacao e suas solugdes podem ser obtidas pelo mesmo processo desde que
se tenha o devido cuidado. As solucdes descontinuas para as leis de conservacdo sao
frequentes, e para uma aplicacdo fisica é necessdrio introduzir a condi¢ao de Rankine-
Hugoniot.

Na Secdo 5, abordamos o problema de Riemann para a equagdo de Burgers, cuja
solugdo € obtida baseada na teoria desenvolvida na Secdo 4. Para finalizar, apresentamos
a desigualdade de Oleinik e a utilizamos para resolver o problema presente na Secdo 6,
nomeamos tal problema de problema de Riemann para o fluxo ctbico.

2. Construcao do modelo matematico
2.1. Lei de Darcy

Em dinamica dos fluidos, a lei que rege o comportamento dos fluidos escoando em meios
porosos € a conhecida lei de Darcy. Para o fluxo de um fluido em uma dire¢cdo com uma
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vazdo () através de uma amostra de um material poroso com comprimento L e secao
transversal com drea A, a lei de Darcy é expressado como se segue:

@ _ K1l
m A M L7

onde K é a permeabilidade absoluta, i é a viscosidade do fluido, Ap é a variacido de
pressao e v,, € a velocidade em que o fluido escoa.

Generalizando, para o fluido escoando na direcdo x e levando a gravidade em

consideracdo, temos
K (0p oD
p=—— (2 —pgo 1
p ( 9z P9 8x> (D

<

sendo p a densidade do fluido, g a acelerac@o gravitacional e D uma fun¢do que descreve
a profundidade. Note que o sinal negativo de (1) indica que a pressao diminui na dire¢ao
do fluido.

Para o fluxo escoando nas trés dimensdes espaciais convencionais € que v =
(v, vy, v,), vale

K
V= (Vp—pgVD).

2.2. Modelagem do fluxo em um reservatorio

Agora vamos modelar a equacdo para um fluido compressivel escoando em uma tnica
direcdo em um reservatorio poroso e, posteriormente, serd mencionado brevemente como
estender para duas ou trés dimensdes. Suponha uma pequena caixa contida em um reser-
vatério em que a area de qualquer secdo transversal depende unicamente da posicao x e
que se tenha uma porosidade varidvel ¢ neste reservatério, conforme a Figura 1.

H

Fluxo de fluido T
A(X) A(X+AX)

|

A %

X X+AX

Figura 1. Pequena caixa contida num reservatoério.

Gostariamos que esta equagao que obteremos dependesse de termos presentes na
Lei de Darcy, entdao definiremos a densidade p e a profundidade D como fun¢des depen-
dentes da varidvel x, conforme (1), com a possibilidade de que a porosidade do meio
considerado possa variar com o tempo, assim como a densidade p (por hipétese, o fluido
¢ compressivel). Consideremos, também, que temos um termo para inje¢cao de massa de
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fluido por unidade de volume dado por ¢ na regido em que estamos analisando. Sob es-
sas condi¢des, vamos avaliar o que ocorre em termos de transferéncia de massa em uma
pequena caixa no reservatorio considerado.

Conforme mostra a Figura 1, a caixa possui comprimento Az. Para o fluxo de
fluido no sentido mostrado, temos uma taxa de fluxo de massa atravessando a face es-
querda da caixa na posi¢ao z e, nesta posi¢do, temos uma drea A(z), uma densidade
p(z,t) e uma velocidade v, (z). Sem dificuldade, vemos que a taxa ¢;; de massa de fluido
que entra por esta face é dada por:

tir = A(x)p(z, t)v,(2). (2)

Para a obtencdo da expressdo (2) devemos pensar em vazao como taxa de trans-
feréncia de volume e fazer extensdo desse conceito para transferéncia de massa. Analo-
gamente, obtém-se para a face direita da caixa, a taxa ¢, de transferéncia de massa de
fluido saindo por esta face como sendo:

trp = Az + Ax)p(z + Az, t)vy(x + Ax) 3)

A taxa de injecao de massa de fluido por unidade de volume € dada pela func¢do ¢
(O valor ¢ negativo indica produg¢do). Entdo, seja A(z*) uma média tal que o volume da
caixa seja A(z*)Ax para algum z* entre x e x + Ax. Assim, a taxa de injecdo de massa
i Sera expressa por:

tmi = ¢ A(x") Az %)

sendo ¢* uma média para ¢q. A quantidade de massa no interior da caixa é ¢*p*A(z*) Az
onde ¢* € uma média da porosidade na caixa e p* € uma média da densidade. Entdo, a
taxa de acumulagdo de massa t,, no interior da caixa € dada como:

a ko k
tra = %A(m*)Aaz ®)
e, finalmente, sabemos que a quantidade total de massa precisa ser conservada. Portanto,
a partir de (2), (3), (4) e (5), chegamos na seguinte equacao

A(z)p(x, t)vy(x)—A(z+Ax)p(x+Ax, y)v. (x+Az)+¢" A(z™) Ax = %A(x*)Ax,
x

e dividindo ambos os lados da equagdo por Az e fazendo Ax ir para zero, sob condicdes

adequadas,

+gA(x) = 29 4

. Az + Az)p(z + Az, t)v, (v + Azx) — A(z) p(x, t)v,(x)
v Ax

onde o limite restante na expressdo ¢ uma derivada parcial. Concluimos entdo a seguinte
equacio:

_OpveA) 4 9(90) ©)

ox 4 ot
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que € a equacdo que modela um fluxo sob as condi¢des propostas em uma dnica dire¢ao.

Para estender para duas ou trés dimensdes segue um processo similar. A taxa de
passagem de massa pelas faces da caixa € pv A, a taxa de inje¢ao de massa de fluido segue
como sendo ¢V, ,ix, onde V.o € 0 volume da caixa considerada e a quantidade de massa
acumulada serd p¢V_,ix.. Entdo, basta definir a forma dessas expressdes mencionada para
o caso em duas e trés dimensdes. Essencialmente, as expressoes que modelam o escoa-
mento de um fluido em uma caixa para duas e trés dimensdes sdo, respectivamente:

_O(pvH)  O(pvyH) _ O(¢p)
B gy =g )
e
_a(pvx) _ d(pvy) _ d(pv-) _ 0(¢p)
ox dy 0z ta= ot ®)

Note que o termo H inserido na equacdo (7) € a altura da caixa em funcdo das
variaveis x e y. Observe também que as equacdes obtidas diferem apenas por um fator
geométrico, sendo um fator bidimensional para a equag@o (6), unidimensional para a
equagdo (7) e este fator € adimensional em (8).

3. A Equacao de Transporte

Estamos interessados em obter uma solugao para a Equacao (9), conhecida como equacao
de transporte homogénea. O objetivo € utilizar o método de solucdo da equagdo de trans-
porte para analisar e construir solucdes para um problema um pouco mais geral.

Seja a equagao

{uﬁ—cuw =0, emR x (0,+00)ece€R ©)

u(z,0) = f(x), emR x {t =0}.

Queremos determinar de forma explicita da funcdo v : R x [0,400) — R, sujeita a
uma condigdo inicial f : R — R sendo f € C" uma fung¢do conhecida e u € C'. Para
isto, utilizaremos o método das curvas caracteristicas. Considere um ponto arbitrario
P = (x¢,t9) e defina uma curva x(t) que passa por P de forma que

dx

—=c ) = 1. (19)

Temos condigdes suficientes de determinar a forma da curva x(¢), afinal este ¢ um
caso bésico de equagdes diferenciais e pode ser resolvido pelo método de separacdo de

2z . X
varaveis. Como — = ¢, decorre:

dt
/dx = /cdt, an

x(t) = ct+k, keR
e, pela condigio inicial z(¢y) = xo conclui-se que k = o — cty. Portanto,

z(t) = c(t —to) + o (12)
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Seja u(x(t),t) os valores que a fungdo u toma ao longo da reta (12). Como u é de classe

. U .
C'" faz sentido calcular a assim

du(z(t),t) T N
— " = Up— + U = U + ClUy,
dt a ot

como a fungdo u € solucao de (9), decorre:
du(x(t), t)

dt

Portanto, ao longo de uma reta x(t) definida a partir de (10) a fungdo u é constante. Em
outras palavras, o valor de u ao longo de z(t) s6 depende de u(x(0),0), ou seja,

u(z(t),t) = f(zo — cto).

=0.

dx
Como a fungdo u é constante ao longo de qualquer reta z(t) tal que e

podemos escolher qualquer ponto P e generalizar o resultado acima para qualquer ponto
(x,t). Entdo, a solu¢do para (9) é dada por

u(z,t) = f(x — ct). (13)

A obtenc¢do de uma solucdo para a equacdo de transporte ndo-homogénea é
andloga ao caso homogéneo. Tal equagdo € da forma:

{ut%—cuw =g(z,t), emR x (0,4+0)eceR (14)

u(z,0) = f(x), emR x{t=0}.

onde g : R x [0, +00) — R é uma fung¢do continua dada. Assim como no caso anterior,
defina uma curva conforme (10), entdo

du(z(t),t)  dx _ —
T = U, i + U = U+ Ccu, = g(l‘(t),t)-

Pelo resultado acima, podemos obter u de forma explicita da seguinte forma:

u(l'(), to) — f(ZEO — Cto) = / ' W dt,

0

w(o, to) :f(xo—cto)—|—/OWdt:f(xo—cto)+/00g(x(t),t) dt.

0
Podemos generalizar o resultado acima para a forma

u(z,t) = f(x —ct) +/O g(x(s),s)ds,V(z,t) € R x [0,400). (15)

Nesta ultima forma, a partir de (12)
z(s) =c(s—t) + x,

onde (z,t) é um ponto arbitrario em R x [0, +00).
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4. Leis de Conservacao

Temos por objetivo determinar e analisar solu¢des de equacoes da forma
u + f(u)e =0, (16)

sendo u : R x [0,4+00) — R uma fungdo de classe C' ¢ f : R — R uma fungdo
de classe C?. Frequentemente, autores nomeiam as equagdes que obedecem (16) como
lei de conservagdo, pois estas equagdes surgem em modelagens de problemas fisicos
envolvendo leis conservativas.

Mais especificamente, voltaremos atenc¢do a problemas da forma (16) sujeitos a
uma condicdo inicial u(x,0) = wug(x) para vy : R — R uma fung¢do dada. Ou seja,
problemas como abaixo.

{ut—l—fu)x = 0,
u(z,0) = wup(x).

Observe que, sob as hipéteses dadas e com a regra da cadeia, o sistema acima
pode ser reescrito como:

{ut+f’(u)ux = 0, (17)

u(z,0) = wup(x).

Note que (17) se assemelha com a equagdo de transporte homogénea. Podemos
resolver (17) de modo semelhante ao utilizado para resolver o problema (9). Defina uma
curva caracteristica como a curva z : [0,4+00) — R que passa pelo ponto P = (xg, )

arbitrario, de modo que
dz ,
pri f(u(zx,t)), x(ty) = xo. (18)

du(z(t),t)

L = 0. De fato,

Entdo, ao longo da curva x(t), temos

du(z(t),t) _dx B , B

Portanto, ao longo da curva x(t), a fun¢do u é constante e (18) define uma reta

chamada reta caracteristica. Assim, o valor da fungcdo u avaliada em P s6 depende de
algum ponto de u conhecido sobre reta x(t), particularmente o ponto u(x(0), 0), ou seja

u(xg, to) = uo(xo — tof (u(xo, to))).

Generalizando, seja P qualquer ponto em R x [0, 400), u avaliada em P sera dada por
uw(z,t) = ug(x —tf'(u)) (19)

A expressao acima fornece, de fato, uma solucdo para o problema (17) mas,
mesmo com as hipdteses propostas sobre a funcao u, (19) pode ndo ser uma solugdo para
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todo o dominio de u. Afinal, a inclinacdo das retas caracteristicas € varidvel conforme
(18), logo nao € dificil que duas caracteristicas se encontrem em algum ponto. Vejamos o
que ocorre neste caso.

Defina duas retas caracteristicas, x1(t) e z2(t) distintas com z1(0) = a, z2(0) = b
e a # b, conforme a Figura 2.

ta Xz(t)
x,(t)

Q(x*,t*)

AL

a b X

Figura 2. Cruzamento de retas caracteristicas.

Seja @ = (z*,t*) o ponto em que as retas caracteristicas x; () e x2(t) coincidem.
Suponha que a funcdo u avaliada no ponto () esteja bem definida. Como ao longo de uma
curva caracteristica a fungdo u é constante, a inclinagdo da reta x(¢) é bem definida e
igual a f'(u(z*,t*)). Analogamente, a inclinagdo da reta x5(t) é bem definida e igual a
f'(u(x*,t*)). Portanto, x1(t) e xo(t) sdo retas com inclinagdes iguais e com o ponto ()
em comum, portanto sdo retas iguais, mas isso contraria a hipétese de que x1(t) e xo(t)
sdo retas distintas. Portanto a fun¢do v avaliada no ponto () ndo pode ser bem definida.

Contudo, a solugiio (19) é obtida baseada na hipétese u € C*. Podemos enfra-
quecer essa hipotese e obter solucdes assumindo u, pelo menos, mensurdvel. Seja R o
conjunto R = {(z,t) € R x [0,400); a < z < be0 < ¢t < T}. Defina como C} o
conjunto de todas as funcdes continuas ¢ tais que ¢ = 0 fora do conjunto compacto R.
Mais especificamente, tome ¢(z,t) = 0 para todo (z,t) ¢ R, além disso, ¢(z,t) = 0 nas
retasz =a,x =bet="1T.

Definicao 4.1. Uma funcido limitada e mensurdvel u é chamada de solucdo fraca do pro-
blema (17) com condig¢do inicial limitada e mensuradvel u, se

//tzo(ugbt b F(u) 6) dde/ o & = 0 (20)

t=0

para qualquer ¢ € C} definida anteriormente.

Para verificar que a func@o u nas condi¢des da defini¢do acima €, de fato, solucao
de (17) basta realizar uma integracdo por partes. De fato, verifica-se a igualdade

//tzou¢t drdt = /t:O <U($,T> o(x, T) — u(z,0) ¢(z,0) — /OT utqbdt) dz,

ressaltando que a funcdo ¢ € nula fora do conjunto R entdo € equivalente a integrar apenas
sobre este conjunto. Conforme definido anteriormente, ¢ = 0 em ¢ = 7', logo a igualdade
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// u ¢y dadt = —/ uogbdx—// uy ¢ dxdt. 2D
>0 t=0 >0

De modo anélogo, verifica-se que

//tzo f(u) ¢ dwdt = — //tzo fu)z ¢ dudt. (22)

Substituindo (21) e (22) em (20), obtemos:

/] (e F) o =,

qualquer que seja ¢ € C}. Logo u; + f(u), = 0 para u sob as condi¢des da Defini¢do
4.1.

acima torna-se:

Podemos encontrar solucdes para (16) com saltos de descontinuidades através de
uma curva dada. Seja v uma curva suave na qual, através de +y, a funcdo u tem um salto
de descontinuidade. Considere um ponto C' qualquer pertencente a curva y € defina uma
bola B com centro C' e raio pequeno conforme a Figura 3 e suponha que a curva v seja
dada por x = z(t) em B.

[
»

X

Figura 3. Bola centralizada no ponto C de uma curva suave.

Os pontos P, e P, sdo os pontos em que 7y toca a fronteira de B. Suponha que
a funcdo u tenha limites laterais bem definidos em ambos os lados da curva 7 e seja de
classe C'! fora desta curva. Tome ¢ € Cj de forma que ¢ = 0 no exterior e na fronteira
da bola B. Nessas condicoes, vale:

/ /B (Wb + F(u) 6) dudt = 0. 23)

Sejam B; e B, as partes da bola B acima e abaixo da curva -, respectivamente.
Entao,

//B(uqbt + f(u) ¢g) dedt = //Bl(ugbt + f(u) ¢p) dxdt + //132(u¢t + f(u) ¢,) dzdt.
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No interior de By, vale a igualdade

/[Bl(u¢t+f(u) ¢p) dodt = //Bl[(u¢)t+ (f(u) 6))] dedt,

pois u € C"*! nesta regido. Pelo teorema de Green, obtemos

//B (woy + f(u) @) dedt = . dl—udzr + f(u)dt].

Como ¢ = 0 na fronteira de B, esta integral de linha serd ndo-nula apenas ao longo de .
Seja us o valor que a fungdo v admite quando se aproxima da curva vy por By, entdo

Py
J[ woit s ey st = [ oo+ s an, (24)

Py

Analogamente, seja u; o valor que a fun¢do u admite quando se aproxima da curva ~y por
By, vale a igualdade

Py
[ wors 6.y dude == [ i-usdo+ ), (25)
Bs Py
Somando (24) com (25) e, por (23), temos
P
; [—(us — w) dz + (f (us) — fw;))] dt =0,

ou seja, temos a relacdo

= = 26
dt Us — W; (26)

o

que é chamada de condicdo de salto ou, como é conhecida em dindmica dos gases,
condi¢do de Rankine-Hugoniot.

5. O problema de Riemann para a equacao de Burgers

O problema de Riemann trata-se, essencialmente, de um problema de condi¢ao inicial.
De maneira geral, podemos considerar o problema de Riemann para a lei de conservagao,
conforme segue:

ut+f(u)x = 07

- u;, sex <0, 27
u(z,0) { Uu., sex >0,

parau : R x [0,+00) — R, f : R — R fungdes e u;, u, constantes arbitrarias. Particu-
2

larmente, quando f(u) = (%) , temos o seguinte problema:

2
U + <%> = 0,
v (28)

u;, sex <0,
u(x,0) =
(2, 0) {ur, sexr >0,
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que é o problema de Riemann para a equacdo de Burgers. Mais precisamente, a equacao
2

u pe . ~ . . . .

U + 5 ¢ conhecida como equacdo de Burgers sem viscosidade. Temos por objetivo
€T

resolver o problema (28). Para isso, temos alguns casos basicos para considerar: u; = u,
e u; # Uy

O caso u; = wu, possui solucdo trivial. Pois, suponha uv; = u, = u*, entdo, por
(19), temos

2u

(@, t) = ug (x - t;) = wo(x — tu).

Se © — tu < 0, entdo u(x,t) = u* sempre que x < tu*. Analogamente, u(z,t) = u*
sempre que x > tu*. Entdo

u(z,t) =u*, x #tu”,

Se u; # u,, temos dois casos possiveis: u; > u, € u; < u,. Suporemos que
u; > 0, porém, enfatizo que a obtencdo da solucdo de (28) para u; < 0 € inteiramente
andloga.

Considere o caso u; > u, e u; > 0. Para a equacdo de Burgers, a inclinagdo das

. d
retas caracteristicas é dada por e u(z(t),t). Por (19), obtemos que u(x,t) = u; e

dt
dx . T
i w; sempre que r < tu;. E também, u(z,t) = u, ¢ — = u, sempre que z > tu,.

Porém, ha encontro de retas caracteristicas conforme ilustrado abaixo.

Figura 4. Retas caracteristicas no caso u; > u, € u; > 0.

Suponha que a fun¢do u tenha limites laterais, u; e u,, bem definidos ao redor
de uma certa curva . (7 definida como na se¢do anterior). Entdo, pela condi¢do de
Rankine-Hugoniot, temos

2

C ot u)
o= = —(u; + u,).
2 u — u, o

1u?—u

Entdo, a solucdo para u podera ser dada por

u, <ot
u(x,t):{ui x> ot (29)
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Agora, considere 0 < wu; < wu,. Graficamente, podemos ver que as retas
caracteristicas ndo se encontram, conforme a Figura 5.

x=tu,

Figura 5. Retas caracteristicas no caso 0 < u; < u,.

Sob essas condi¢des, uma solucdo para (28) pode ser obtida diretamente por (19).
Seja u(z,t) = ug(x — tu), se x < tu, entdo
u(z,t) =u, z <tu.
Analogamente,
u(z,t) =u,, x> tu,.

Ou seja,

Upy, T > Uy

u(z,t) = { u, <ty (30)

E notdvel que a expressdo (30) é uma solucio para o problema (28). Porém, a
regido tu; < x < tu, ndo faz parte do dominio desta solu¢do. Podemos “preencher” esta
regido da seguinte forma: Suponha que a fun¢do u possa ser escrita como

u(e,t) =w(E), €=, t#0. (31)

2

Como u € solugdo da equacgdo de u; + (%) = 0, entdo

ow(§) , 0 [w(§)
ot " ox {T} =0
we(=E+w()) =0.
Se we # 0, entdo:
w(§) = ¢.
Ou seja, u(x,t) = L Tome & € (u,u,), entdo u; < z < u,, ou seja, tu; < x < tu,.
Entdo, a solucdo de u pode ser dada por !

Uy, T < tuy,
T

u(z,t) = e tu < x < tu,, (32)
U x > tu,.
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De maneira geral, € possivel encontrar solu¢des propondo o problema de Riemann
para a lei de conservacdo com formas semelhantes a (29) ou (32), desde que a funcao f
obedeca algumas condicoes.

Observe que a solugdo (29) foi obtida para a equacdo de Burgers supondo u; > 0
e u; > u,. Ou seja, dado u; um nimero real fixo e positivo, qualquer escolha de u, <
proporciona uma solucio para (28) conforme (29). O mesmo ocorre para w; > 0 fixo e
u, > uy, entdo (32) serd solucao de (28) para qualquer escolha de u,..

Solugdes como (29) e (32) sao conhecidas como onda de choque e onda de
rarefagdo, respectivamente.

Defina como S(u;) o conjunto que, dado w; > 0 fixo, qualquer escolha de u, per-
tencente a este conjunto ocasiona uma solu¢do do tipo onda de choque. Defina, também,
como R(u;) o conjunto que, dado u; > 0 fixo, qualquer escolha de u,. pertencente a este
conjunto ocasiona uma solu¢@o do tipo onda de rarefacdo. Ou seja, dado u; > 0 fixo, o
problema de Riemann para a equacdo de Burgers possui as seguintes solucoes:

o S(uy) = (—o0,u);
o R(u;) = (uy,+00).

6. O problema de Riemann para o fluxo ciibico

Costuma-se nomear a fun¢do f presente na equacdo u; + f(u), = 0 como fluxo. Consi-

: ) 1 < :
deremos o caso particular em que o fluxo f é tal que f(u) = §u3. Entdo, vejamos como

resolver o seguinte problema:

3
U + (u—) = 0,
3 /. (33)

u;, sex <0,
u(x,0) =
(,0) {ur, sex >0,

para algum par de constantes reais u; € u,.

Novamente, tome u; > 0 fixo e suponha u; # u,.. Verifica-se que a inclina¢ao das
retas caracteristicas para o problema (33) é dada por

dz 9
— =u’. 4
i (34)

Suponha u; < wu,. Por (19), u(z,t) = w sempre que z < tu} e u(z,t) = u,
sempre que = > tu?. Ou seja, por (34), temos retas caracteristicas com inclinagio u? na
regido x < tu} e retas caracteristicas com inclinagdo u? na regido x > tu? , conforme a
Figura 6.
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x=tu;
/

Figura 6. Retas caracteristicas para o problema (33) e u; < u,.

Suponha que a fungdo u possa ser escrita conforme (31). Entdo, vale:

o) , 0 {@} =0,

R ARE
e, utilizando a regra da cadeia e supondo w¢ # 0, vale
u(z,t)| = [w(&)| = V¢, £>0. (35)
x x
Portanto, se u(x,t) > 0, u(z,t) = \/; Se u(z,t) <0, u(z,t) =— -

Queremos determinar uma solucdo do tipo onda de rarefacdo “conectando”
a u,. Com a condi¢do u, > wu; > 0, sabemos que u(x,t) > 0. Portanto, na regido

X .
tu? <z < tu?, u(z,t) = \/; Ou seja,

U, T < tu?,
T
u(x,t) = \/;, tu? < x < tu?, (36)
Uy, T > tu?.

Portanto, para o problema (33), R(w;) = (u;, +00) sempre que u; > 0. Observe que, na
regido tu? < x < tu?, cada \ = n escolhido, u € constante ao longo da reta x = At. E

ainda, na regido tu} < x < tu? o comportamento das retas caracteristicas se assemelha a
um leque, conforme a Figura 7.

2
ta XI—tU,

u(x,t)=uy,

3
Figura 7. Retas caracteristicas para solucao do tipo rarefacao para o fluxo %
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Com objetivo de identificar solucdes do tipo onda de choque, € de grande utilidade
0 seguinte teorema.
Teorema 6.1 (Desigualdade de entropia de Oleinik). Uma solugdo de onda de choque
para a lei de conservacdo tendo a forma

R R L e

Uy, T>0t 7 T u—u,
para algum par de constantes u; e u, (u; # u,), satisfaz a desigualdade

U )] | OLF(u)]

5 + 5 <0, para qualquer par de entropias convexas (U, F)
T
se, e somente se, a desigualdade de entropia de Oleinik
vV — U Uy — Uyp

é satisfeita para todo v entre u; e u,.

Note que este teorema trata de problemas mais gerais do que os problemas aborda-
dos aqui. Portanto, para mais detalhes sobre este teorema e algumas de sua consequéncia,
veja a referéncia bibliografica [LeFloch 2002].

Contudo, o Teorema 6.1 fornece uma solugdo para a funcdo u sempre que a
inequacgao de Oleinik € satisfeita. Seja f : R — R uma dada funcdo suave, geometri-
camente € simples visualizar quando a inequacdo de Oleinik vale. Considere o seguinte
gréfico:

f(u) 4

(P(.u\) U:

Figura 8. Interpretacao da desigualdade de Oleinik.

Observe que, para o grifico da Figura 8, dado u; fixo, tomando w, > w;, (37)
ndo € satisfeito. Se u, < (), sendo ¢(u;) algum elemento no dominio de f, a desi-
gualdade (37) ndo é satisfeita para todo v entre u, e u;. Se u, € [p(u;),v;), inequagdo
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(37) é satisfeita para qualquer v entre u, e u;. O valor ¢(u;) apresenta papel impor-
tante neste contexto. O valor ¢(u;) é tal que, dado u;, a inclina¢do da reta tangente ao
gréfico de f no ponto (p(u;), f(¢(w)) é igual a inclina¢do da reta que passa pelos pontos
(p(w), f(e(w)) e (u, f(u)). Ou seja, f" avaliada em p(u;) é tal que

Nolw)) — flw) — flp(ur))
Fllptu)) = =2 =20

O valor de ¢(u;) é o que diz “até onde” (37) vale, quando ¢(u;) existir.

,o(w) # . (38)

Embora o Teorema 6.1 forneca uma solucao para o problema (27), nem sempre é
uma tarefa simples garantir que as condi¢des deste teorema serdo satisfeitas. De maneira
geral, quanto maior a quantidade de pontos de inflexdo presentes no grafico de f, mais
complicado se torna o problema.

Se u; > wu,, podemos utilizar o Teorema 6.1 para determinar a solucio de (33).
3

Uu . .
Como f(u) = 3 temos o seguinte grafico:

f(u) A

3

Figura 9. Grafico da funcao f(u) = %

Graficamente, podemos notar que, dado u, € (o(u;),u;), vale a desigualdade de
Oleinik para todo v entre u; e u,. Porém, para u, € (—oo, ¢(u;)), ndo podemos afirmar o
mesmo.

Dado wu; # 0 fixo, o valor de ¢(u;) relacionado é bem definido. De fato, por (38),

1w} — % (w)
3w — p(w)
Ou seja, simplificando e reorganizando, temos

0= uf +wp(u) — 20%(w) = (u — p(w)) (w + 2p(u)),
0= (u —@(w)) (u +2p(u)) .

0 (w) = w7 o).
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Como u; # ¢(u;), decorre u; + 2p(u;) = 0, entdo:

1

o(u) = 5l (39)

1 o ~
Portanto, para u, € (—§ul,ul), o Teorema 6.1 é satisfeito. Entdo, sob essas

condicdes, temos a seguinte solugao:

Uy, T > Ot, U — Uy

w(r ) = { w, T<ot o _ fw) — f(uy) (40)

1
Ou seja, para o problema (33), S(u;) = (—§ul, ul> sempre que u; > 0.

Se u, € (—o0, p(u;)), temos uma solugdo composta. Podemos notar que as retas
caracteristicas se encontram para uma determinada faixa de valores de u,. € (—o0, p(u;)).
A saber, sempre que |u,| < |w|. Podemos “conectar” u; a ¢(v;) utilizando onda de
choque e, em seguida, “conectar” ¢(u;) a u, com onda de rarefagdo. Como u; é um
nimero positivo, por (39) vemos que ¢(u;) < 0. Portanto, como u, < ¢(u;) < 0, na

. x N ~
regido p?(u)t < x < u’t obtemos u(x,t) = — + por consequéncia de (35). Entdo, sob

essas condicoes:

Uy, T < to
T fw) = flo(w))
) =19 — /=, te? <z <tu: o= = o2(w), (41
u(z,t) \/; Pu) <z <tu} o — @*(w), (41)
Uy, T > tu?
por (39), podemos escrever
Uy, T < Zulzt’
u(z, ) =4 _ z 1u?t <z < tu? (42)
t’ 4
Uy, x> tul.

Solugdes como (42) s@ao chamadas de solu¢des compostas por apresentarem ca-
racteristicas de solucdes do tipo onda de choque e onda de rarefacdo simultaneamente.
Defina como C(u;) o conjunto em que, dado w;, qualquer u, € C(u;) ocasiona uma
solu¢do composta.

Portanto, dado u; > 0, o problema (33) possui as seguintes solucoes:

1
[ ] S(ul) = —§ul,ul 5

o R(uw) = (u, +00);

. Cluy) = (—oo,—%ul) |

Para o caso u; < 0, obtém-se a solucdo de (33) de maneira anédloga. Se u; = u,,
obtemos uma solug¢ao trivial.
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