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Abstract. Solving problems in science and engineering goes through several
stages of simplification. Among them is the proposition of the approximate
mathematical model, using differential equations. The contour element method
is one of the rough methods used in science and engineering. It is applied in
the solution of differential equations, where they are transformed into integral
equations applied to the contour of the problem. In this line of reasoning, the
objective of this work is the implementation of a program for potential analysis
of a two-dimensional solid using the Boundary Element Method.

Resumo. A solugdo de problemas em ciéncia e em engenharia passa por diver-
sas etapas de simplificacdo. Entre elas estd a proposi¢cdo do modelo matemdtico
aproximado, utilizando-se equacoes diferenciais. O método dos elementos de
contorno é um dos métodos aproximados utilizados em ciéncia e em engenha-
ria. Ele é aplicado na solucdo de equagoes diferenciais, onde estas sdo transfor-
madas em equagcoes integrais aplicadas ao contorno do problema. Nesta linha
de raciocinio, o objetivo deste trabalho é a implementacdo de um programa
para andlise de potencial de um solido bidimensional utilizando o Método de
Elementos de Contorno.

1. Introducao

Grande parte dos problemas em engenharia apresenta complexidade na geometria do
s6lido ou € constituido de materiais cujas leis constitutivas sdo bastante complexas
[Aliabadi 2003]. Assim sendo, as solu¢des analiticas dos mesmos, que correspondem as
solucdes exatas, sao praticamente impossiveis de serem obtidas, sendo entdo necessério
a obtencdo de solugdes aproximadas através de métodos numéricos, onde faz-se também
simplificagdes nas leis constitutivas dos materiais e na geometria do solido [Alves 2006].

Os métodos numéricos classicamente empregados, como ferramentas bdsicas
na elaboracdo de sistemas computacionais necessarios a andlise estrutural, sempre fo-
ram os métodos das diferencas finitas e dos elementos finitos, desenvolvidos ja ha al-
gum tempo [Beer and Watson 1992]. O surgimento do método dos elementos de con-
torno (MEC) e a sua utilizagdo como uma alternativa para a obtengdo de solugdes
numéricas em quase todos os campos da engenharia representa um avango significativo
que ocorreu nessa drea do conhecimento nos ultimos anos [Brebbia 1980]. Em muitos
problemas, comprovadamente, esse método € uma alternativa mais precisa e que per-
mite a obtencdo de respostas mais confidveis quando comparadas com as dos métodos
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usuais [Brebbia and Dominguez 1994]. Em algumas aplicacdes as equacdes integrais
sdo representacoes exatas do modelo matemadtico utilizado para representar o problema
fisico, o que, em geral, é traduzido como aumento de confianca nos resultados obtidos
[Brebbia et al. 2012].

No caso da andlise linear de placas, por exemplo, as representacdes integrais de
deslocamentos, momentos e forcas cortantes sdo exatas; o erro introduzido € devido a
aproximacao dos valores das varidveis nos elementos definidos ao longo do contorno da
placa [Chaves 1997].

Uma das vantagens do método € que, na grande maioria dos casos, nas anélises
lineares ndo € necessdrio discretizar o dominio da estrutura, apenas o contorno da su-
perficie estudada, simplificando com isso a malha da estrutura, o que facilita eventuais
modifica¢des na malha e diminui o tempo de processamento do programa [Chueiri 1994].
Além disso, na maioria dos casos, ndo ha necessidade de malhas muito refinadas para
se obterem respostas com boa precisao [Fernandes 1998]. Nas andlises nao-lineares, no
entanto, € necessaria também a discretizagdo do dominio da superficie em questdo, de-
vido ao surgimento na formulagdo de integrais de dominio que envolvem os esfor¢os de
correcao que devem ser dados ao longo do processo nao-linear para que a estrutura al-
cance seu equilibrio [Fernandes 2003].

O método pode ser utilizado para a solucao de problemas de andlise de tempe-
ratura, tensao, torcao, difusdo, escoamento de fluidos, acustica, eletrostatica, dentre ou-
tros [Fredholm 1903]. Ele € particularmente mais indicado em casos de concentragdao
de tensdo (ou outro tipo de varidvel), assim como nos casos em que o dominio em es-
tudo tenda ao infinito ou semi-infinito [Rodriguez 1986]. Nesse segundo caso, o uso do
MEC facilita bastante a andlise, ja que no estudo de uma estrutura em contato com um
meio infinito, por exemplo o mar, ndo € necessario fazer a discretizacdo do meio infinito,
discretiza-se apenas a estrutura em questdo [Kupradze 1965]. Como exemplos de areas
de estudo que possam ter problemas que envolvam dominios infinitos ou semi-infinitos,
podem-se citar: mecanica dos solos, aerodinamica, fundacao, engenharia oceanica, dentre
outras [Lachat 1975].

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), cuja formulacdo € baseada em
equagoes integrais, surgiu hd apenas 30 anos. Porém, desde o inicio do século, a partir
do trabalho de [Fredholm 1903], as equagdes integrais sao utilizadas para a solucdo de
alguns problemas fisicos particulares [Telles and Brebbia 1979]. Nos anos sessenta surge
a primeira formulacgao indireta do método dos elementos de contorno, embora ainda nao
tendo essa denominacdo, de autoria de [Kupradze 1965], aplicado a problemas potenciais
e eldsticos.

Somente a partir de 1967, com a publica¢do do primeiro artigo sobre a formulagao
direta do método das equacdes integrais de contorno, para problemas eldsticos bidimen-
sionais, de autoria de [Rizzo 1967], é que os métodos integrais comecam a despertar
interesse na comunidade cientifica.

A generalizagdo do método para sua utilizacdo ampla em problemas de en-
genharia ocorre em 1975, com o trabalho de [Lachat 1975], quando as técnicas de
resolucdo das equacdes integrais comecam a ser vistas como métodos numéricos
[Telles and Brebbia 1979].
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O método passa a ser conhecido como “Método dos Elementos de Contorno”,
com a publica¢do do primeiro livro sobre o método pelo professor [Brebbia 1980], onde o
autor formula o método a partir do método dos residuos ponderados, usando uma fungao
ponderada conveniente [Venturini 1982].

Esse método vem despertando nos pesquisadores dos grandes centros de pesquisa
um interesse crescente e que tem resultado em enorme progresso [Calderon 1991]. Prati-
camente todos os centros de pesquisa importantes dos paises mais avancados t€m grupos
de pesquisadores dedicados ao desenvolvimento dessa técnica [Love 1944].

No Departamento de Estruturas da Universidade de Sao Paulo em Sao Carlos,
o Prof. Tit. Wilson Sergio Venturini vem desenvolvendo desde meados dos anos 80
diversos trabalhos que utilizam como método numérico o MEC, sendo a maioria deles
voltada para a andlise de placas [Wrobel 2003]. O primeiro deles foi a tese de douto-
rado de [de Paiva 1987], onde foi feita a andlise linear de pavimentos de edificios através
da associacdo do MEC com o Método dos Elementos Finitos (MEF). Um dos trabalhos
mais recentes desenvolvidos nessa drea, sob a orientacdo do Prof. Venturini, € a tese de
doutorado de [Fernandes 2003], onde foi desenvolvida uma nova formula¢dao nao-linear
para andlise de pavimentos de edificios utilizando-se apenas o MEC. A seguir faz-se
um breve resumo de outros trabalhos desenvolvidos nesse departamento utilizando-se
o MEC [27]. O trabalho de [Silva 1988] trata-se de placas sobre fundacdo eldstica e
na tese [Silva 1996], do mesmo autor, sdao desenvolvidas combinacdoes do MEC e MEF
para o estudo de pavimentos considerando-se as hipdteses de Reissner. [Calderon 1991]
e [Manzoli 1992] também estudaram placas sobre fundagdo eldstica, sendo que no pri-
meiro trabalho foram introduzidas aproximagdes alternativas para a integral de dominio
e no segundo foi considerada uma solu¢@o fundamental propria. [de Oliveira Neto 1991]
analisou placas de borda curva; [Ribeiro 1996] desenvolveu uma formulacdo de placas
com as hipéteses de Reissner considerando nao-linearidade fisica; [Chueiri 1994] im-
plementou a formulacdo elastoplastica, com modelos particulares de concreto armado,
considerando-se as hipéteses de Kirchhoff.

[Ribeiro 1996] complementou a formulacdo desenvolvida por [Chueiri 1994],
considerando outros modelos para o concreto; [Chaves 1997] desenvolveu e implementou
a formulacao do MEC para placas de espessura variavel.

2. Fundamentacao Teérica

A solucdo de problemas em ciéncia e em engenharia passa por diversas etapas de
simplificacdo.  Entre elas estd a proposicio do modelo matematico aproximado,
utilizando-se equacdes diferenciais. A escolha do método de solug¢do destas equagdes
diferenciais e a simplificagdo numérica através da discretizacao do problema.

O método dos elementos de contorno é um dos métodos aproximados utilizados
em ciéncia e em engenharia. Ele € aplicado na solucao de equacdes diferenciais, onde
estas sdo transformadas em equacdes integrais aplicadas ao contorno do problema. Este
por sua vez € discretizado em elementos que podem ser, constantes lineares, quadraticos
ou cubicos.

Na tentativa de se descrever quantitativamente um problema (fendmeno) fisico, ou
seja, de se obter uma expressao matematica que corresponda ao fendmeno em questao,
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inicialmente o problema fisico real € substituido por um problema equivalente, mais sim-
ples.

Hipotezes :
Problema Real I Problema

Sumphticadoras mais simples

Figura 1. Diagrama de passos simplificadores de um problema real.

Neste novo problema sdo selecionados os parametros considerados fundamentais
e que podem ser descritos matematicamente através de um sistema de equacdes diferen-
ciais validas em todo o dominio do problema. A esse sistema sdo impostas condi¢des de
contorno e/ou condi¢des iniciais apropriadas.

Quase todos os problemas em ciéncias fisicas e engenharia podem ser reduzidos
a uma equacdo diferencial. Por esta razao saber reconhecer uma equacao diferencial
dentro de um problema especifico € muito importante, para a busca de sua solugcdao. Da
mesma forma, saber classificar uma equagao diferencial € o primeiro passo na busca de
sua solucdo, pois apesar de ndo existir um método Uinico para se resolver todas as equacoes
diferenciais, a classificagdo delas ajuda a escolher o método mais adequando de solugao.

Um sistema de equagdes diferenciais constitui um modelo continuo, que possui
infinitos graus de liberdade, uma vez que as varidveis se distribuem continuamente em
todo o dominio do problema. Com excecao de alguns casos mais simples, em geral ndo
€ possivel encontrar solucdes analiticas para o problema. Recorre-se, entdo, aos modelos
discretos (ou numéricos), obtidos dos modelos continuos através de hipdteses simplifica-
doras: As varidveis que constituem infinitos graus de liberdade, sdo expressos em termos
de um numero finito de graus de liberdade. Esses graus de liberdade sdo incégnitas dos
modelos discretos dos sistemas equivalentes e sao determinados a partir da solu¢do de um
sistema de equacdes algébricas.

Modelo Continuoe Model o Discreto

—p—

(Solugdo Exata) (Solugio Aproximada)

Figura 2. Diagrama de substituicao de um Modelo Continuo exato por um Modelo
Discreto Aproximado.

Resumidamente, quando o modelo continuo € substituido por um modelo discreto,

o problema matematico da solu¢ao de um sistema de equagdes diferenciais € substituido
pelo problema da solu¢@o de um sistema de equagdes algébricas.

RCT v.6 (2020) ISSN 2447-7028




RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

Z 5// www.revista.ufrr.br/rct

Transformacaes

Equacoes

Diferenciais »

Matematicas

Equacoes
Algebricas

Figura 3. Diagrama de Transformacao de Equacoes Diferenciais em Equacoes
Algébricas equivalentes.

Diversas sdo as técnicas de aproximagado para solu¢do de equagdes diferenciais e
equagoes integrais. Entre os métodos de equagdes diferenciais, destacam-se o método das
diferencas finitas, o método dos elementos finitos, 0 método dos volumes finitos, € por
ultimo entre os métodos de equacdes integrais, temos o método dos elementos de con-
torno. O método dos elementos de contorno consiste em resolver basicamente a equacao
de Laplace em termos de integrais, ou seja:

2 —
Vo —0—>/F(u*q+q*u)df (1)

campo escalar

Em todas elas o problema fisico é reduzido a um modelo que por sua vez é redu-
zido a um modelo matematico, conforme mostra o esquema abaixo:

Modelo

Tecnica
Matematico ’

MNumerica

Modelo
Fisico

Problema
Fizico

-

( aproximacoes)

Figura 4. Diagrama de passos simplificadores de um problema real.

O exemplo mais comum € aquele de uma chapa plana sujeita um fluxo térmico q
, conforme mostra a Figura 5.

No método dos elementos do contorno, a matriz € cheia, ou seja, completa.

11012013014 T Y1
21 Q22023024 To| _ Y2 )
1310A32033034 T3 Ys
(41042043044 T4 Ya
Ny -~ J
A X Y

O método dos elementos de contorno se aplica aos diferentes problemas em enge-
nharia, tais como: mecanica da fratura, mecanica do contato, barreira acustica, protecao
catddica (em casco de navios e torres de distribui¢do elétrica), e problemas de elastici-
dade.
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Figura 5. Problema de fluxo de condugao de calor em uma chapa plana.

Em todos eles a equagdo de Laplace possui larga aplicagdo. Contudo, singularida-
des fracas e fortes surgem nessas formulagdes matematicas, as quais devem ser contorna-
das por técnicas e artificios numéricos. Entre elas temos as singularidades do tipo:

/idr 3)
TO[

Onde a fungdes potenciais geram as singularidades do tipo:

11
l — —e— 4
n(r) e 4)
1 1 1
L ®)
1 1 1
o - ra+167=0¢+2 (6)

Cujos graficos sao do tipo mostrado na Figura 6.

As vantagens do Método dos Elementos de Contorno sao:

—

Precisao dos Resultados;
2. Problemas infinitos ou semi-infinitos (elimina o efeito de bordas);
3. Envolve somente a discretizacao do contorno o que diminui o custo computacio-

nal.
As desvantagens do Método dos Elementos de Contorno sao:

Falta de programas comerciais abrangentes;
. Problemas de nao-linearidades das equagdes;
3. Implementa¢do Computacional mais dificil;

[N
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Figura 6. Funcoes potenciais.

4. Necessidade de calculo de solu¢des fundamentais para cada caso.

Nesta linha de raciocinio, o objetivo deste trabalho € a implementacdo de um
programa para analise de potencial de um sélido bidimensional utilizando o Método de
Elementos de Contorno.

3. Metodologia e Desenvolvimento

Um algoritmo foi implementado em linguagem de programacao Fortran, utilizando o soft-
ware Microsoft Power Station 4.0, para resolucdo do seguinte problema: obtencao das
incognitas no contorno e os valores de u e q em qualquer ponto interno, para o problema
potencial, onde se adotam nés duplos em cada ponto de descontinuidade.

Para isso, primeiramente, preparou-se o arquivo para entrada de dados do pro-
blema a partir do levantamento dos dados necessarios para a solucdo do problema, que
s30 os seguintes:

e Numero de nés do contorno (NumeroNos), nimero de elementos (NumeroEle-
mentos), nimero de ndés duplos, nimero de pontos internos (Nolnterno) onde
serao calculados PotencialU e FluxoQ;

* Leitura das coordenadas cartesianas (X, Y) de cada n6 do contorno e cada ponto
interno;

e Leitura dos nds inicial e final de cada elemento (os elementos foram declarados
no sentido anti-horario);

* Leitura dos nés duplos;

* Leitura dos valores prescritos das varidveis (potencial u ou fluxo q) no contorno.

O codigo-fonte em si, desenvolvido em linguagem de programacao Fortran, foi
implementado seguindo a seguinte linha de pensamento: Primeiramente, fez-se uma
descricdo do programa e as varidveis utilizadas no decorrer do programa foram decla-
radas.

Em seguida, foi exibida a descri¢do do programa para o usudrio, e também foi
verificada a existéncia do arquivo de entrada de dados a partir do nome digitado pelo
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usudrio. Entdo, foi realizada a leitura do arquivo de entrada de dados e escolheu-se um
nome para o arquivo de saida de dados.

Assim, os valores referentes ao ndmero de nés, numero de elementos, nimero
de nés internos, quantidade de nés com potencial prescrito e de nés com valor prescrito,
contidos no arquivo de entrada foram lidos e atribuidos as varidveis correspondentes no
programa.

Posteriormente, calculou-se a quantidade total de nés somando-se o nimero de
no6s do contorno com o nimero de nds internos da malha. Também foi realizada a alocagao
dos vetores e matrizes utilizados no programa, os quais possuem como indices as variaveis
declaradas anteriormente.

Desse modo, foi realizada a leitura dos nds do contorno e dos nds internos, € suas
respectivas coordenadas x e y, dados apresentados no arquivo de entrada, e, consequen-
temente, estes mesmos dados foram impressos no arquivo de saida para visualizacao dos
mesmos pelo usudrio.

A seguir, foi realizada a leitura de cada elemento do contorno e seus respectivos
nds inicial e final, armazenando-os em vetores, além de imprimi-los no arquivo de saida,
idem ao passo anterior.

Dessa forma, efetuou-se o cdlculo do comprimento dos elementos e dos seus res-
pectivos senos e cossenos diretores. E os resultados foram impressos no arquivo de saida.

Entdo, foi realizada a leitura dos nés duplos da malha através do arquivo de en-
trada, e estes dados foram impressos no arquivo de saida. Também foi feita a leitura da
quantidade de nds com potencial prescrito e da quantidade de nds com valores prescritos,
e todas estas informagdes foram exibidas no arquivo de saida.

Nesta linha de pensamento, foi realizada a montagem das matrizes H e G. Para
isso, primeiramente, as coordenadas de cada n6 da malha foram inseridas na nova matriz
que estd sendo gerada, verificando se cada elemento (né inicial ou né final) pertence
ao ponto de colocacdo. Além disso, o termo adimensional € de deslocamento do n6 para
descontinuidade dos elementos em n6 duplo foi adotado como 0,5, uma vez que € sugerido
o uso entre 0,4 ¢ 0,6.

Dessa forma, foi calculada a soma da contribuicdo de cada elemento nas matri-
zes H e G, quando a solucao fundamental € aplicada no né do contorno. Neste sentido,
se o ponto de colocacdo ndo pertence ao elemento (né inicial ou né final), realiza-se a
integracdo numérica. Para isso, chama-se a sub-rotina implementada para este fim es-
pecifico, a qual é calculada a partir de oito pontos definidos, denominados intervalos de
integracdo da quadratura de Gauss. Porém, se o ponto de colocagdo pertence ao elemento,
realiza-se a integracdo analitica, também invocando a sub-rotina desenvolvida para esta
finalidade.

Ap6s estes procedimentos, as matrizes H e G sdo de fato criadas, a partir dos dados
obtidos anteriormente.

Por conseguinte, efetuou-se o célculo das incégnitas de contorno a partir da
resolucao do sistema de equacdes. Para tal, as colunas das matrizes H e G do sistema
de equacdes foram reordenadas de acordo com as condi¢des de contorno.
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Entdo, foram efetuados os cdlculos para os valores do potencial e do fluxo dos nds
de contorno e internos da malha. A sub-rotina para cédlculo do fluxo também utiliza os
valores dos pontos de Gauss, a qual subdivide o fluxo em duas direcoes X e Y.

Em seguida, efetuou-se a verificacdo da matriz H para nés do contorno e nds
internos. Para isso, é necessario analisar se em uma linha 1 da matriz H, a soma de todas
as colunas deve ser nula. Se em todas as colunas, este resultado for positivo, significa que
a matriz H foi calculada de forma correta. Caso contrério, € preciso rever os célculos,
pois algum procedimento pode estar sendo calculado de forma errada.

E importante salientar que, durante o desenvolvimento do algoritmo, foi adotado
o método de aproximagao linear.

Por fim, foram impressos no arquivo de saida as incgnitas do contorno, ou seja,
para cada elemento, foi atribuido seu respectivo valor de potencial e de fluxo, apds a
execucao de todos os calculos mencionados anteriormente.

Na Figura 7, € exibido um fluxograma do algoritmo desenvolvido, o qual sintetiza
as principais etapas de execucao do programa implementado.

Montagem da Leitura do Arquivo de
Entrada de Dados Entrada de Dados

!

Integragdo Numeérica ou Analitica (depende se o , Montagem das

Modelagem da Malha —»

ponto de colocagdo pertence ou nio ao elemento) matrizes He G
Solucdo do Sistema de Calculo do potencial e do

Equacdes [A]{X}={F} " fluxo de todos os nods

v

Exibir resultados no
arquivo de Saida de Dados

Figura 7. Fluxograma do algoritmo.

4. Resultados
4.1. Malha 1: Teste 1

Na Figura 8, pode ser visualizada a seguinte malha/sélido abaixo representando um teste
de conducdo de calor, onde o contorno foi discretizado em treze nds e sete elementos,
tendo sido adotado, portanto, aproximacao linear para as variaveis. Tém-se ainda seis nds
internos (H, I, J, K, L e M), onde se deseja conhecer os valores do potencial e do fluxo.
Nos cantos foram definidos nés duplos. Nos nés 3, 4, 9 e 10, foram prescritos potenciais
nulos e um potencial u=200 foi prescrito para os nés 1,2, 11, 12 e 13. Nos nds 5,6, 7 e 8
foi prescrito fluxo nulo.
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Figura 8. Malha 1 — Teste 1.

A partir desta malha, foi construida a entrada de dados no arquivo Bloco de Notas,
nomeado “MalhalEntradal.txt”, disponivel no Apéndice A.

Posteriormente, o algoritmo implementado em linguagem de programacdo Fortran
foi executado.

Desse modo, obteve-se o arquivo de saida, nomeado “MalhalSaidal.txt”, dis-
ponivel no Apéndice B, o qual apresenta os seguintes resultados e informacoes referentes
ao problema abordado.

4.2. Malha 1: Teste 2

Na Figura 9, pode ser visualizada a seguinte malha/solido abaixo representando um teste
de condugao de calor, onde o contorno foi discretizado em 25 nés e 18 elementos, tendo
sido adotado, portanto, aproximacao linear para as varidveis. Tém-se ainda seis nos in-
ternos, onde se deseja conhecer os valores do potencial e do fluxo. Nos cantos foram
definidos nds duplos. Nos nés 6, 7, 16 e 17, foram prescritos potenciais nulos € um po-
tencial u=200 foi prescrito para os nés 1 a 5 e 18 a 25. Nos nds 8 a 15 foi prescrito fluxo
nulo.

A partir desta malha, foi construida a entrada de dados no arquivo Bloco de Notas,
nomeado “MalhalEntrada2.txt”, disponivel no Apéndice C.

Posteriormente, o algoritmo implementado em linguagem de programacao Fortran
foi executado.

Desse modo, obteve-se o arquivo de saida, nomeado ‘“MalhalSaida2.txt”, dis-
ponivel no Apéndice D, o qual apresenta os seguintes resultados e informacdes referentes
ao problema abordado.

A partir dos dados obtidos, observa-se os valores de fluxo nos nés 8 a 15 e os
valores de potencial encontrados nos demais nds. Além disso, também se verifica o valor
do potencial nos nds internos, e das respectivas direcoes X e Y de cada um desses nds
internos da malha.
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Figura 9. Malha 1 — Teste 2.

4.3. Malha 2: Teste 1

Na Figura 10, pode ser visualizada a seguinte malha/sélido representando um teste de
conducdo de calor, onde o contorno foi discretizado em vinte nds e dez elementos, tendo
sido adotado, portanto, aproximacao linear para as variaveis. T€m-se ainda onze nods
internos, onde se deseja conhecer os valores do potencial e do fluxo. Nos cantos foram
definidos nés duplos. Nos nés 7 a 10 foram prescritos potenciais nulos e um potencial
u=100 foi prescrito para os nés 1 a 6. Nos nés 11 a 20 foi prescrito fluxo nulo.

A partir desta malha, foi construida a entrada de dados no arquivo Bloco de Notas,
nomeado “Malha2Entradal.txt”, disponivel no Apéndice E.

Posteriormente, o algoritmo implementado em linguagem de programacao Fortran
foi executado.

Desse modo, obteve-se o arquivo de saida, nomeado ‘“Malha2Saidal.txt”, dis-
ponivel no Apéndice F, o qual apresenta os resultados e informagdes referentes ao pro-
blema abordado.

Com os dados obtidos, observa-se os valores de potencial encontrados nos nds 1
a 10, e os valores de fluxo nos nés 11 a 20. Além disso, também se verifica o valor do
potencial nos nés internos 21 a 31, e das respectivas dire¢des X e Y de cada um desses
noés internos da malha.

Portanto, ao comparar os dois testes realizados com a malha 1, verifica-se que
houve convergéncia dos valores encontrados para o fluxo dos nés, encerrando a realiza¢ao
de exemplos/modelos com esta malha.
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Figura 10. Malha 2 — Teste 1.

4.4. Malha 2: Teste 2

Na Figura 11, pode ser visualizada a seguinte malha/sélido representando um teste de
condugdo de calor, onde o contorno foi discretizado em 40 nés e 30 elementos, tendo sido
adotado, portanto, aproximagdo linear para as varidveis. Tém-se ainda onze nds internos,
onde se deseja conhecer os valores do potencial e do fluxo. Nos cantos foram definidos
nos duplos. Nos nos 7 a 20 foram prescritos potenciais nulos e um potencial u=100 foi
prescrito para os nés 1 a 12. Nos nés 21 a 40 foi prescrito fluxo nulo.

A partir desta malha, foi construida a entrada de dados no arquivo Bloco de Notas,
nomeado “Malha2Entrada2.txt”, disponivel no Apéndice G.

Posteriormente, o algoritmo implementado em linguagem de programacao Fortran
foi executado.

Desse modo, obteve-se o arquivo de saida, nomeado ‘“Malha2Saida2.txt”, dis-
ponivel no Apéndice H, o qual apresenta os resultados e informacdes referentes ao pro-
blema abordado.
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Figura 11. Malha 2 — Teste 2.

Com os dados obtidos, observa-se os valores de potencial encontrados nos nés 1
a 20, e os valores de fluxo nos nos 21 a 40. Além disso, também se verifica o valor do
potencial nos nos internos 41 a 51, e das respectivas direcoes X e Y de cada um desses
nos internos da malha.

Portanto, ao comparar os dois testes realizados com a malha 2, verifica-se que
houve convergéncia dos valores encontrados para o fluxo dos nés, encerrando a realizagao
de exemplos/modelos com esta malha.

Neste trabalho, abordou-se o problema de potencial de um so6lido bidimensional
utilizando integrais analiticas para o elemento constante, e semi-analiticas para os ele-
mentos constante, linear e quadratico. As integrais analiticas agilizam o processo de
integragao, incrementando a velocidade de processamento.

Além disso, observou-se que, tanto para a formulacdo classica quanto para a
formulacao utilizada neste trabalho, quando se utilizam malhas pouco densas (pobres),
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os resultados obtidos pelo Método de Elementos de Contorno apresentam grande de-
pendéncia em relagdo a posi¢do do ponto fonte.

Ainda percebeu-se que a estabilidade conseguida pela aplica¢do das técnicas de
integrac@o singular e quase singular, desenvolvidas neste trabalho, obviamente ocorre
quando o fator densidade de discretizacdo € atendido.

Assim, notou-se que os resultados e sua estabilidade dependem exclusivamente da
densidade da malha e da qualidade de integracgao.

Entdo, conclui-se que o elemento quadratico apresenta taxa de convergéncia e
nivel de estabilidade superior ao elemento linear. E recomenda-se que, além do teste de
convergéncia para uma progressdo de malhas, a verificagdo da estabilidade dos resultados
com relag@o a posi¢ao do ponto forte para se aceitar um resultado, supostamente correto,
como verdadeiro.

Caso se escolha uma malha bastante densa, de acordo com a aproximagdo esco-
lhida, basta verificar a invariabilidade dos resultados com relagdo a localizagdao do ponto
fonte.

Desse modo, recomenda-se ter cuidado ao se observar resultados cientificos ba-
seados no MEC, quando a densidade de malha for pobre. E, por fim, acredita-se que na
literatura superestima-se a capacidade de aproximacao do MEC quando se observam as
densidades de malha aplicadas.

5. Conclusoes

Neste caso do problema potencial, os valores de potencial e fluxo foram se aproximando
da realidade a medida que houve maior discretiza¢do do objeto.

Portanto, em virtude do que foi apresentado, verifica-se que quanto mais discreti-
zado o objeto, ou seja, quanto mais pontos de contorno forem incluidos na malha montada
para calculo de algum problema, maior serd a sua precisao.

Por isso, o Método de Elementos de Contorno (MEC) é tao importante para a
solu¢do de problemas das mais diversas areas, comprovando-se a partir dos exemplos
realizados neste trabalho.
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