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Abstract. The reader will find in Calculus books differential and integral how
calculate the volume of a solid generated by the rotation of a limited region by
the graph of a function y = f(x), for the lines xt = a,x = b e by the axis
around the axis x,, or the y axis. Our purpose in this paper is to show an more
general, where the solid of revolution is generated by the rotation of a region
bounded by a curve y = f(x), around a line y = cx + d, non-parallel to the x
axis. In addition, we present an alternative to plot the solid of revolution in the
K3D SURF software, unless translation and rotation of the solid.

Resumo. O leitor encontrard em livros de Cdlculo diferencial e integral como
calcular o volume de um sélido gerado pela rotacdo de uma regido limitada
pelo grdfico de uma fungdo y = f(x), pelas retas ©t = a,z = b e pelo eixo x em
torno do eixo x, ou do eixo . Nosso propdsito aqui é mostrar uma situacdo mais
geral, onde o solido de revolucdo é gerado pela rotacdo de uma regido limitada
por uma curva y = f(x), em torno de uma reta reta y = cx + d, ndo-paralela
ao eixo x. Além disso, apresentamos uma alternativa para plotar o sélido de
revolugdo no software K3D SURF, a menos de translacdo e rotacdo do solido.

1. Introducao

O cadlculo diferencial e integral € uma ferramenta de grande utilidade em muitas situacdes
matematicas. Entre essas situagdes encontra-se o cdlculo de dreas e volumes.

Dentre os métodos para o cdlculo de volumes encontra-se 0 método dos invélucros
cilindricos. Tal situagc@o ocorre quando se deseja calcular o volume do sélido gerado pela
rotacao de uma curva em torno do eixo z, do eixo y ou de algum eixo paralelo a um desses
eixos. O volume do sélido S em questdo é calculado tomando-se o limite de uma soma
de Riemann, onde cada parcela é o volume de um cilindro. De modo equivalente, através
da teoria de integrais, mais especificamente, através de uma integral definida. No entanto,
acreditamos que ndo existe na literatura uma férmula que calcula o volume de um sélido
obtido pela rotagdao de uma curva em torno de um eixo que nao seja paralelo a um dos
eixos coordenados. O propdsito deste trabalho € fornecer um estudo inicial que explora o
calculo do volume de um sélido obtido pela rotacdo de uma curva em torno de um eixo
nao paralelo ao eixo x, por exemplo. A Figura 1 a seguir, (veja [5]), fornece uma boa
1déia do que estamos falando.

RCT v.3.n.5 (2017) ISSN 2447-7028




RCT - REVISTA DE CIENCIA ETECNOLOGIA

www.revista.ufrr.br/rct

WM/

I I -

Figure 1. Caminhao betoneira

Para finalizar, apresentamos uma alternativa de parametrizacdo para o sélido a
menos de uma translacdo e uma rotacao, isto €, o formato do sélido permanece inalterado,
mudando apenas sua posi¢ao em relagdo aos eixos coordenados. Com essa modificacdo,
pode-se utilizar um software gréafico para plotar o sélido, rotacionado em torno do eixo x,
por exemplo.

2. Preliminares

Apresentaremos nesta secdo algumas informagdes que serdo uteis para um melhor en-
tendimento do nosso trabalho.

2.1. Distancia entre ponto e reta

Dados um ponto P e uma reta » em um plano, a distancia de P a r € definida por

d(P,r) = min{d(P,Q); Q € r}. )

O seguinte teorema, que enunciaremos sem demonstracdo, nos fornece uma maneira
explicita de calcularmos a distancia definida em (1).

Teorema 1 Sejam r a reta de equagdo ax +by = de P = (z,,y,) um ponto no plano. A
distdancia entre P e r é dada por

aw, + by, — d|

d(P,r) 2)

onde | - | € a fungdo mddulo.

Veja [3] para mais detalhes.

2.2. Projecao ortogonal de um ponto em uma reta

Sejam P = (z,y) e r, um ponto e uma reta de um plano, respectivamente. Para obtermos
o ponto P’ que é a projecdo ortogonal do ponto P sobre a reta r, podemos utilizar a

seguinte férmula

, Pu
P’ = Proj,P = Wu (3)

onde (.,.) é o produto interno usual do R?, ||.|| é a norma proveniente desse produto
interno, isto €, ||u|| = \/(u,u) e u é um vetor que aponta na dire¢do da reta r. Veja [3]
para mais detalhes.
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2.3. Volume de um tronco de cone

E conhecido em geometria espacial que o volume de um tronco de cone de altura h, raio
da base maior R e raio da base menor r, € dado pela férmula

Figure 2. Tronco de cone

V= %h[R2 - Rr 447 @)

Veja [6] para mais detalhes.

2.4. Rotacgoes no R? e no R3

A agdo de rotacionar um ponto P = (z,y) € R? 6 radianos em torno da origem e no
sentido hordrio € realizada pela transformagdo linear Ry : R* — R? cuja matriz na base
candnica € dada por

cosf sind
B = [—sin@ cosé’}’ ©)
Algebricamente Ry ¢ dada por
Ry(z,y) = (xcosf + ysinf, —xsinf + y cosh). (6)
Se 6 = 7 entdo
0 1

ou seja,
Re(z,y) = (y, ).
Por exemplo,
R% (07 1) = (1v O) ()

isto €, o ponto (1,0) € o efeito de uma rotagio de 7 radianos no ponto (0, 1), no sentido
horério.

Acdo de rotacionar de um ponto P = (z,y, z) do R?, v radianos em torno do €ixo
x no sentido anti-hordrio, é realizada pela transformacdo linear T}, : R?* — R? cuja matriz
na base canoOnica € dada por

1 0 0
T.=1 0 cosu —sinu | . 9
0 sinu cosu
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Na forma algébrica, T}, € dada por
Tu(z,y,2) = (x,ycosu — zsinu, ysinu + z cos u). (10)
Para mais detalhes veja [7].

3. A situacao mais simples

A situac@o mais simples que encontramos nos livros didaticos € aquela onde um sélido
S é obtido rotacionando-se uma regido delimitada pelo eixo x, por z = a,z = b e pelo
grifico de uma fungdo continua f definida no itervalo [a, b], em torno do eixo x. A Figura
3 ilustra o caso em que f € definida por f(z) = z? no intervalo [0, 2].

4_---------------------F

Figure 3. Regiao determinada pelo grafico de f(x) = z2.

Para calcular o volume do sélido .S temos a disposi¢do (veja por exemplo [4]) a
férmula

V= /bﬂ[f(:c)]2dx. (11)

. 2 : i
No nosso caso especifico, V = w [[2%]?dx = 32%. A Figura 4 representa o sélido S,
mencionado neste exemplo.

Figure 4. Representacao do Solido S
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4. Rotacao com eixo inclinado

A situacdo que vamos apresentar aqui generaliza a exposta na secao anterior. Sejam f uma
funcéo continua definida no intervalo [a, b] e r a reta de equacdo y = cx + d. Sem perda
de generalidade, vamos considerar f(z) > cx + d, para todo = € [a,b]. Dados © = a e
x = b, sejam ¢ e t’ as retas que passam pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), respectivamente,
e que sdo perpendiculares a reta r. Desejamos calcular o volume do sélido gerado pela
rotacdo da regido limitada pela reta y = cx + d, pelo grafico da funcdo f e pelas retas ¢ e
t’, em torno do eixo z. A regido é descrita na Figura 5.

(b, f(b))

+d

o
%)
w
-
(4]
@

r=a r=b

Figure 5. Regiao limitada por fe y = cx +d

Seja A uma parti¢do do intervalo [a,b] dadapora =z, < 1 < ... < T, 1 < T,
e & um elemento no i-ésimo intervalo [z;_1, x;] dessa parti¢do. A particdo A determina,
no segmento AB C r, uma parti¢do A’ do seguinte modo: Para cada j considere ); a
projecdo ortogonal do ponto (z;, f(z;)) sobre a reta r. A particdo A’ fica determinada
pelos pontos A = M, My, ..., M; 1, M;, ..., M,_1 e M, = B,, ou de modo equivalente,
pelos segmentos M, M, M1 My, ...M; 1 M;, ..., M, 1 M,. Denote por A;u = M; 1 M; o
comprimento do i—ésimo segmento da particdo A’ e considere o retdngulo de altura h;
e comprimento A;u, onde h; é a distdncia do ponto R = (;, f(&;)) até a reta r. Se esse
retangulo gira em torno da reta r, um involucro cilindrico serd obtido, como mostra a

Figura 6.

Se A;V for a medida do volume desse involucro cilindrico, entdao
AV = Th?Au. (12)
Utilizando a férmula (2), da distancia entre ponto e reta, obtemos

(cki = (&) + )

2 _ 2 _
= ld(R,r))? = S (13)
Combinando as equagdes (12) e (13) resulta que
. . 2
PN T G A RN (14)

241
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Figure 6. Representacao de um invélucro cilindrico

Nosso proximo passo sera expressar A;u em termos de Az = x; — x;_1.
Para tal, considere as retas p e ¢, perpendiculares a reta r que passa pelos pontos
P = (x;i_1, f(xi1)) e @ = (x4, f(x;)), respectivamente. Note que M; 1 = pNre
M; = g N r. As equacOes dessas retas sao:

b y— f(xi—l) = —%(x - fz‘—1)

Resolvendo o sistema

determinamos o ponto

M — (cf(:ci) +x; —cd Af(x;) + cri + d)

+1 ’ c2+1
De modo anédlogo, obtemos o ponto

(Cf(xz‘—l) + 21 —cd Af(xio1) +cxiq + d)

Mif = 5
! c2+1 c2+1

Como A;u = d(M;, M;_1), segue da férmula da distincia entre dois pontos que

A — o (@) = f@ion) + 20 — @i LA (@) = flei) + el — i) 2‘
| ) |

c2+1 c2+1
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Denotando f(z;) — f(x;—1) = Ay, resulta que

! lcA
— e
vz +1

Colocando em evidéncia A;z na equagdo (15) obtemos

L '1 e

= —— C——
Ve +1 Ax
Combinando a equacdo (14) com a equagdo (16) obtemos

o (i fl&)+a)P 1 Ayl
AV = o N 1+ CAias A;x. (17)

A particdo A’ determina n retdngulos, que girados em torno da reta r determinam
n involucros cilindricos. Somando o volume desses n invélucros cilindricos, segue de
(17) que
Ay

A; 1
Ao| S (18)

NG = (&) +d)?
;AZV—;’/T —(02—1—1)3 1+¢

que € uma soma de Riemann que devera aproximar o volume do sélido S, descrito na
Figura 7.

(b, f(b))

Figure 7. Representacgao do solido S

Neste momento , além da continuidade da func¢do f, necessitamos que a funcio f
seja diferencidvel e tenha derivada continua. Quando a norma da parti¢cdo tende a zero, o
limite da soma dada em (18) existe pois a fun¢cdo dada pela expressao

(e — (&) + dP?
(2 +1)3

é continua em |[a, b], visto que f e f’ sdo continuas em [a, b]. Assim, se V' for o volume
do sélido S, entdo

1+ cf'(z)],

VZ,}L%E;M
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Segue da teoria de integracdo que

1% N1+ cf(z)|d.

- b

=——— [ (cx+d— f(z
N{CCESE / (

Podemos entdo, enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2 Seja f uma funcdo diferencidvel com derivada continua, definida em um in-
tervalo da [a,b] da reta. Se V é o volume do sélido S gerado pela rotacdo da regido
limitada pela reta y = cx + d, pelo grdfico da funcdo | e pelas retas t e t', descrita na
Figura 5, em torno do eixo x, entdo

4 )21+ cf(x)|da. (19)

:\/W/Q(cx—i-d—f(x

Fazendo d = ¢ = 0 no Teorema 2 temos o seguinte coroldrio, que traduz a situacdo mais
simples que mencionamos, ja conhecida na literatura.

Corolario 1 Seja f uma fungdo diferencidvel com derivada continua, no intervalo |a, b],
com f(x) > 0. Se V é o volume do sdlido obtido pela rotagdo, da regido delimitado pelo
eixo x, pelo grdfico da funcdo f e pelas retas v = a e x = b, em torno do eixo x, entdo

V= W/ab[f(a:)]zdaz.

4.1. Regiao delimitada pelo grafico de duas funcoes

Sejam f e g fungdes diferencidveis com derivadas continuas definidas nos intervalos [a, b]
e [l,m], respectivamente. Considere r a reta cuja equagdo é dada por y = cx + d, con-
forme mostra a Figura 8 a seguir. Exigimos ainda que as retas ¢t e ¢’ indicadas sejam
perpendiculares a reta . Desejamos calcular o volume do sélido .S obtido pela rotagao da
regido R delimitada pelo gréfico das fungdes f e g, e pelas retas ¢ e ¢’ em torno da reta r.

Note que o volume V' do sélido S é dado por V' = V; — V5, onde V; € o volume
do sdlido S; obtido pela rotacdo da regido delimitada pelo grafico da fungdo f, pelas
retas t,t' e r em torno da reta r e V5 é o volume do sélido S, obtido pela rotagido da
regido delimitada pelo grafico da funcdo g, pelas retas ¢,t’ e r em torno da reta r. Segue
imediatamente do Teorema 2 o seguinte corolario.

Corolario 2 Sejam f e g funcdes diferencidveis com derivadas continuas definidas nos
intervalos [a, b e [, m], respectivamente e r a reta cuja equagdo é dada por y = cx + d,
conforme a Figura 8. Se V' é o volume do sdlido obtido pela rotagdo da regido delimidada
pelo grdfico das funcdes f e g e pelas retas t e t' em torno da reta r, entdo

Ve s { [ @ = s@Pn+er@la = [ @) - g1+ e (@)lde|
(20)

onde r(x) = cx + d.
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5 (b, (b))

0 ali 2 b3 o4 5 6

Figure 8. Representacao da regiao R

Em particular, se considerarmos ¢ = d = 0, entdo

b
Ven / () — g(x)?)da,

como j4 € conhecido na literatura.

Example 1 Sejam f(x) = 2% + 8 definida no intervalo [1,2] e g(x) = = + 4 definida
no intervalo [3,5] . O eixo de revolugdo é a reta r de equacdo y = x. Veja a Figura 9
a seguir. Segue do Coroldrio 2 que o volume do sdlido S obtido ao rotacionar a regido

12 1

10 A

ol 1 2 3 4 5 & g 10
Figure 9. Representacao da regiao R

destacada, em torno da reta r é dado por
5

Vo= %/12(x—x2—8)2(1+2x)dx+/ 8d

3
167778
40
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A Figura 10 fornece uma representacdo do solido S.
12 1

10 1

1 2 34 5 6 8 10 12

Figure 10. Representacao do solido S

5. Implementacao grafica

Alguns softwares matemaéticos utilizam a parametrizagdo ( veja [1])

X(z,u) = (F(x),G(x) cos(u), G(x) sin(u)), (21)
para obter uma vizualizacdo grafica do sdlido obtido pela rotacdo da regido limitada
pelo eixo-z, pelas retas * = a e x = be pela curva H(z) = (F(x),G(z)). A

parametrizagdo X (z,u) dada em (21) é obtida identificando-se a curva parametrizada
H(z) = (F(z),G(x)) do R* com a curva H(z) = (F(z),G(x),0) do R®. Em seguida
aplicamos a transformacéo 7;,, dada por (10), em H para obter T,,(H (z)) = X (z, u).

No nosso caso ndo € possivel usar diretamente o formato da parametrizacdo (21),
visto que o eixo de revolucgdo ¢ a reta inclinada y = cx + d. Para resolver esse problema
vamos efetuar uma translagdo vertical de —d unidades e em seguida realizar uma rotagao
v = arctan(c) radianos no sentido hordrio, tanto no eixo de revolu¢do quanto na curva
h(z) = (z, f(x)). Esse procedimento faz com que o eixo de revolugdo seja o eixo = e a
nova curva seja

Rv(m7 f(l') - d)
onde R, ¢ a transformacao linear (5). Como v € fixo, consideramos R, como uma fun¢ao
de z, isto é, R,(z,y) = H(x),onde y = f(x) — d. Assim, utilizando a transformacao
dada em (5) obtemos

H(z) = (zcos(v) + (f(x) — d)sin(v), —z sin(v) + (f(z) — d) cos(v)) = (F(z), G(z)).

Agora, identificando H (z) com H(z) = (F(z),G(z),0), e aplicando T, em H (z) obte-
mos
X(z,u) = (F(z),G(x) cos(u), G(x) sin(u)), com

F(x) = (zcos(v) + (f(x) — d)sin(v) e G(z) = —zsin(v) + (f(z) — d) cos(v). (22)
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Example 2 Considere a reta y = x como o eixo de revolucdo e f(x) = \/x a curva a ser
rotacionada. Neste caso, temos d = 0 e v = 7. Segue de (22), que

X(z,u) = (?(ZK + V), g(—x + /) cos(u), g(—x + V) sin(u)).

A Figura 11 dd uma descrigdo do sdlido, com x € [0, 1].

Figure 11. Representacao do Sélido S

Example 3 Considere f(x) = %xZ +4 ey = x+ 2 o0 eixo de revolucdo. Fazendo as
devidas substitui¢oes em (22) com d = 2 e v = 7, obtemos a parametriza¢do

X(z,u) = (?(1‘2 + 2z +4), g( 2 — 22+ 4) cos(u), ?(ﬁ — 2z + 4) sin(u)).

Na Figura 12, temos uma representagdo do solido S, com x variando de v = 0
até x = H.

¥
o"‘"\ s
t’.}‘\‘

S
A Q““‘- '\“ g
T
e

Ly

O
W
0

N
A
S \\‘tﬁ‘}}}.

Figure 12. Representacao do Sélido S
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Example 4 Seja a funcdo dada f(x) = 5 com eixo de revolugdo dado pela reta y = x.
(Veja a Figura 13). Como d = 0 e v = 7 segue de (22) que

(1,5) (3.5) y=f(x) =5,

o 1 2 3 4 5 t

Figure 13. Regiao a ser rotacionada

X(z,u) = (?(m +5), (\/75(—30 +5) cos(u), (?(—x + 5) sin(u)). (23)

O solido descrito estd na Figura 14, com x variando de v = 1 até © = 3.

iiiiiii"'\'\'\i\'\'\-\\-{{g
AN
ko

Figure 14. Representacao do Solido S

6. Um calculo comparativo

Vamos voltar ao Exemplo 4 da se¢do anterior e calcular o volume do sélido S de duas
formas. Primeiro, usando a férmula de um tronco de cone e depois usando a nossa férmula
do Teorema 2. O s6lido S € um tronco de cone cujos raios da base maior e da base menor,
denotaremos por R e s, respectivamente e r € a reta de equacdo y = .

Utilizando a formula (2) da distancia entre ponto e reta, obtemos que

R=d((1,5),r) =2v2es=d((3,5),r) = V2.
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Vamos denotar por U e V' as projecdes ortogonais dos pontos (1,5) e (3,5) sobre a reta
r. Além disso, consideraremos o vetor u = (1, 1) que aponta na diregdo da reta r. Entao,
segue de (3) que

U= W(L 1)=(3,3), V= W(l, 1) = (4,4).

A altura h do tronco de cone é dada por h = d(U, V') = /2. Assim, utilizando a férmula
(4) obtemos

V= T2 0y 4 2vava 4 Ve - TV

Por outro lado, utilizando o Teorema 2, conferimos o resultado,

O T2 56 14wV/2
V=__ — 521+ 0)der = —=.— = :
@/1(‘” PO =Ty =

7. Consideracoes finais

Em livros didéticos de Calculo diferencial e integral encontramos uma férmula integral
para o calculo do volume de um s6lido obtido pela rotagdo de uma curva em torno de um
dos eixos coordenados. No nosso trabalho apresentamos uma situagdo mais geral, onde
o eixo de revolugcdo é uma reta ndo-paralela ao eixo x e nem paralela ao eixo y. Nossa
féormula integral engloba a situac@o anterior, considerando como hipétese que a fungao
f seja derivavel e tenha derivada continua. Além disso, obtemos uma parametrizacdo do
sOlido de revolugdo afim de obter uma representacio grafica por meio do software livre
K3D SURFE
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