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Abstract. Little attention has been given to complex numbers in basic
education, since the current approach is restricted to definitions, properties
and exercises of theoretical application, as well as the resolution of polyno-
mial equations. This paper, based on a professional master’s dissertation in
mathematics, has as main objective to present the complex trigonometric
functions and their properties, with a focus on basic education. At the
end, are compared the complex trigonometric functions with the real
trigonometric functions.

Key words: Complex number. Circular trigonometry. Complex trigonome-
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Resumo. Pouca importancia se tem dado aos nimeros complexos no
ensino basico, uma vez que a abordagem atual se restringe as definicoes,
propriedades e exercicios de aplicacao tedérica bem como a resolucao
de equacoes polinomiais. Este artigo, baseado em uma dissertagao
de mestrado profissional em matematica, tem como objetivo principal
apresentar as funcoes trigonométricas complexas e suas propriedades, com
foco no ensino médio. No final, compara-se as propriedades das funcoes
trigonométricas complexas com as fungoes trigonométricas reais.

Palavras-chave: Numeros complexos. Trigonometria circular. Trigonome-
tria complexa.

1. Introducao

A matematica desempenha um papel muito importante na vida dos individuos sendo,
de um modo geral, capaz de desenvolver o raciocinio légico, a capacidade de abstrair,
projetar e generalizar situacoes em que ela esteja presente. Além disso, representa
uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para a realizacao de varias tarefas
especificas em quase todas as atividades humanas, com destaque para as engenharias
e as ciéncias basicas, em modelos matematicos sao desenvolvidos contribuindo com o
entendimento do objeto em estudo. Quando se trata de fungoes trigonométricas com
variaveis reais, vemos o quao é relevante este conhecimento para resolver diversas
situagdes problemas do nosso cotidiano, como podemos ver em [OLIVEIRA 2015].
Isto é possivel, pelo fato das funcoes trigonométricas possuirem uma propriedade
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fundamental, a de que elas sao periddicas. Neste sentido, nao podemos deixar de
destacar a importancia das fungoes trigonométricas com variavel complexa, uma vez
que, sdo também aplicdveis, veja em [SPIEGEL 1972]. Este artigo é parte de uma
dissertacao apresentada no Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT,
realizada na Universidade Federal de Roraima-UFRR, e é fruto de uma pesquisa
cientifica baseada na metodologia qualitativa, com foco na pesquisa bibliografica,
veja em [NASCIMENTO 2015]. Apresentamos aqui, uma abordagem bésica sobre
a trigonometria complexa, mostrando a importancia dos niimeros complexos para
a formacao matematica dos discentes e docentes, tanto do ensino médio quanto da
licenciatura plena em matematica. O artigo estd dividido da seguinte forma: Na
secao dois apresentaremos o conjunto dos nimeros complexos, as operacoes em C,
propriedades, e sua relagao com a trigonometria real. Na secao trés estudaremos
o conceito de fungoes complexas, apresentando-se como principal exemplo a fungao
exponencial. e suas propriedades. Finalmente, na secao quatro abordaremos o prin-
cipal objeto de estudo deste artigo, que sao as fungoes trigonométricas complexas,
comparando-as com as funcoes trigonométricas reais.

2. Preliminares

Iniciaremos esta secao apresentando de forma breve, baseado em
[GONCALVES 2007], a histéria de como surgiu os niimeros complexos.

Muitos pensam que os numeros complexos surgiram com a finalidade de
resolver equacoes do segundo grau que recai no caso em que o descriminante é
negativo, mas esta concepcao nao é veridica. O maior passo que foi dado para
que fosse admitida sua existéncia foi com o resultado dos estudos sobre raizes de
equacoes do terceiro grau.

Um primeiro avango importante foi dado pelo matematico Girolamo Cardano
(1501-1576) em seu livro “Ars Magna” publicado em 1545, na qual mostrou uma
maneira de resolver equagoes do terceiro grau, que hoje é denominada Férmula de
Cardano. Na obra de Cardano, a formula foi definida para equacoes do terceiro grau
do tipo 2% 4 ax +b = 0, que continha também uma maneira de reduzir uma equacao
da forma 23+ az?+ bz + ¢ = 0 para y> + py +q = 0, para isso, basta fazer x = y — 5
A férmula é dada por:

S S R(ORER R ORI

O matematico Rafael Bombelli (1526-1572) estudou profundamente o trabalho de
Cardano, e ao aplicar a férmula para a resolucao da equacao x> —15x —4 = 0, obteve

o valor x = {’/2 ++/—121 + \3/2 —+/—121. Como sabia que 4 era uma raiz dessa
equagao, Bombelli concluiu, como pode ser visto em [LIMA 2006], que essa raiz
poderia ser obtida pela férmula, desde que se calculasse v/—121. Bombelli mostrou

que:
V2+vV=121=2+vV—=1 e /2—vV—121=2—+/—1.

Portanto, encontrou z = 24+ +/—14+2 —/—1 =4. A partir dai, os matematicos
admitiram a existéncias de nimeros da forma a + bv/—1, em que a € R e b € R%.
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Bombelli trabalhava sistematicamente com o elemento v/—1, que hoje é chamada
de unidade imaginéria.

2.1. Os numeros complexos e suas propriedades

Esta parte da secao aborda o conjunto dos niimeros complexos, as operacoes de
soma e produto de niimeros complexos e suas propriedades, conforme as referéncias

[AVILA 2013] e [CHURCHILL 1975].

Lembramos inicialmente que um ntimero complexo é um nimero da forma
2z = a + bi, onde ¢ é denominada unidade imaginaria, satisfazendo a propriedade
i? = —1, a,b € R, e que o conjunto dos nimeros complexos é denotado por C.
Lembramos ainda, que a parte real e a parte imaginaria do nimero complexo z sao

definidas por
Rez=a e Imz=0,

respectivamente.

Em C sao definidas as operagoes de soma e produto da seguinte forma: Dados
z1 = a1 + bii e z9 = ag + byt em C, entao

1) 21 + 29 = (a1 + az) + (by + bo)i.
11) 21 Ry = (a1a2 — blbg) + (&1[)2 + b1a2)z’.

As operacoes de soma e produto de nimeros complexos satisfazem as seguin-
tes propriedades:

Tabela 1. Propriedades da soma e do produto

Propriedades da soma Propriedades do produto
(21 + 22) +23=2z1+ (ZQ + 23) (21.22).23 = Zl.(ZQ.Zg).
21+ 29 = 29 + 21. Z1.R9 = Z9.21.
30e€C |240=2 VzeC. d1€C |21=2 VzeC.

VzeC,3—2€C| 2+ (—2)=0. | Vz2e C\{0},Fz'eC|z(z7")=1.
21.(22 + 2’3) = 21.29 + 21.23,

(Zl + Zg).Zg = Z1.23 + 29.23.
Fonte: Autor

Observagao 2.1 (Poténcias de 7). Observemos que as poténcias de ¢ sdo dadas por:
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Note o carater ciclico das poténcias de 7, ja que 1,7, —1 e —i se repete. Assim,
dado n € N, existe uma maneira pratica para determinar ¢”. De fato, como n € N,
existem ¢, € N tal que n = 4g + r, ou seja, divisao de n por 4. Assim, temos:
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" =1

= 1

= (2'4)q g7

= 1"

Portanto, " = 1", onde r é o resto da divisao de n por 4.

Consideremos agora o numero complexo nao nulo z = a + bi, sua forma
trigonométrica ou polar é dada por z = r(cos @ + isen 8), onde

Im(z)

bp--mm e ”

% “ Re(z)

Figura 1.
Fonte: NASCIMENTO (2015, p.52)

a=rcost, b=rsend, r=+a>+ b =|z] e =tg~' (%) (Veja a figura 1).

O angulo 6 é denominado argumento de z e é denotado por 6 = arg(z).
Note que # nao é tnico, pois a igualdade é também verdadeira para 6 + 2k7w, com
k € Z. Contudo, podemos determinar 6 de maneira tinica exigindo, por exemplo,
que 0 < 0 <27 ouque —m <0 <.

Agora veremos uma importante formula, conhecida como férmula de Euler,
que sera muito 1til para podermos definir a exponencial e* e, posteriormente, as
funcoes trigonométricas. Para defini-1a, observemos inicialmente as séries de Taylor
em torno de 0, veja [BARTLE 2010] e [LIMA 2007] das fungbes seny,cosy e €Y,
com y € R e e sendo o nimero de Euler:

— y—Z 4+ (4 2
seny = y— gt g ot ) gyt @)
2 4 2n

S A IR G AT

cosy = 1 TRV +(-1) (2n)!+ (3)
2 n

- vy, o Y

e? = 1+1!+2!—|— +n!—|— (4)

De (1), (2) e (3), obtemos através de operagoes formais e sem se preocupar
com a questao de convergéncia, que:

o (y)? (y)? (i) )"
cosy+iseny = 1+1_y'+(;;') +<§l) —i—(j') —l——l—(g') +--- (D)

De (4) e (5), é natural que a férmula de Euler seja definida por:

e = cosy +iseny, V yeR.
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3. Funcao complexa

Antes de falarmos sobre fungoes trigonométricas complexas vamos apresentar o
conceito de fungao complexa. Segundo [AVILA 2013| a fungdo complexa pode ser
definida da seguinte forma:

Defini¢ao 3.1. Uma fungao complexa f : D C C — C é uma lei que a cada elemento
z pertencente a D associa um unico nimero complexo w = f(z).

Nos reais, as fungoes possuem representacoes graficas. Ja no caso complexo,

isso nao ocorre, pois sendo C identificado com o R?, o grafico, caso existisse estaria
4
no R*.

Sejaw = f(z) onde w, z € C, precisamos de um plano para a representagao de
cada uma das varidveis. Para cada ponto (z,y) do plano-z, no dominio de defini¢ao
de f, existe um ponto (u,v) no plano-w, onde z = = + yi e w = u + vi.

A correspondéncia entre os dois planos é denominado transformacao de pon-
tos no plano-z em pontos do plano-w pela funcao f.

Exemplo 3.1. A funcao f(z) = ;Z, transforma o disco unitdrio centrado em z = 0

1+2
Di(0)={z€C: |z (w) > 0}.

Demonstragao. Observemos que o dominio da func¢ao f é dado por A = {z € C :
z # —1}, entdo Dy(0) C A. Como queremos mostrar que a funcdo f transforma o
disco D;(0) no semiplano H, vamos considerar z = x + yi € D;(0). Assim, temos:

w = f(z)

1—=2

1+2

1 — (z+yi)

1+ (x4 yi)

(1—$)—yz' (1+2x)—yi
(1+x)+yz (1+x)—yi
1— (2 +y)_ 2y .
(T+2)?+y* (I+a2)+y?

Portanto, a parte real de w ¢ igual a:

1- (@ +y°)
Rew = 6
(1+2)2+y2 (6)
Note que,
(1+2)+y*>0 (7)
E d4 hipdtese |z| < 1, isto é,
1— (2 +9%) > 0. (8)
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Portanto, de 6, 7 e 8, segue que Rew > 0, ou seja, a funcao f transforma o disco
D;(0) em um semiplano H = {w € C: Rew > 0}. Veja a figura 3. O

. K
fmifz) T re']:

3 »
4 1 Rel(z) 1 Re(w)

Figura 2.
Fonte: NASCIMENTO (2015, p.69)

3.1. Funcao exponencial

Para definir as funcoes trigonométricas complexas, devemos ter como pré-requisito
o conceito e propriedades da fungao exponencial. Portanto, iniciaremos esta secao
com a definicao da exponencial de um nimero complexo e suas propriedades. Antes
porém, lembremos que e.e” = e'*". Entao é natural termos que e*t% = e%.e¥, que
é como se define e*, conforme podemos ver na definicao que segue.

Definigao 3.2. Dado um numero complexo z = x + yi, a exponencial de z é definida
por:

e* = e*(cosy + iseny).

A notacao exp z é frequentemente usada em lugar de e*. Mas vamos optar
pela notacao e*, uma vez que as propriedades da exponencial, nos casos real e
complexo, nao entram em contradicao, e além disso por se assemelhar a e”.

Observamos também que e* # 0 para todo z € C, pois:

Dado z = z + yi € C, sabemos que e¢* = e” - (cosy + i - seny) e portanto:
| = |e*-(cosy+i-seny)|
= |e* - cosy+ie” - seny|

= €.

e

Como e* > 0, temos que e* # 0 para todo z € C.

Proposicao 3.1. Dados z, 2z € C, entao:

: 21 zo . pz1+20.
i) e -e®2=¢ ;

.. I

ii) o e 1,
et

i) — = es17%2,
e*2
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Demonstracao. Sejam z; = x1 + Y17 € 29 = T + Yoi, entao:

i) Da defini¢ao 3.2, segue que:

e = e"(cosy, +i.senyy).e”*(cosys + i.senys)
= e T*2[c08Y1.c08 Yy — Sen y1.Sen ys + i(sen yp.cos ys + sen ys.cos yp)]

— eaz1+$€2 [COS (yl + y2) -+ 15en (yl + yQ)]
—  el@ta)+(yity2)i

= eAitee

Da definicao 3.2 e do fato de que e* # 0 para todo z € C, segue as seguintes
provas para os itens i e it da proposicao:
i)
1

e e*1.(cosy, + iseny)

1 oS Y1 — 1SeNn Y1

er1.(cosyy + iseny;) cosy; — iseny

gy COSYL —iseny,

cos? y; — i?sen? i,

| €08 (—v1) + isen (—y1)
cos?y; + sen? yy

= e 1Y
= e “.
i1i) Note que:
L o)
€22 ez’
Segue de 9 e do item ii que:
e
— = (10)
e
Do item ¢ e de 10, temos que:
z
E — ent(—22)
€2
= e,
21
Portanto, - = e*17*2 para todo zq, 2z € C. O
e
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Definicao 3.3. A funcao exponencial f : C — C é definida por:

Vz e C, f(z) =€,

onde € = e*(cosy + iseny).

Segue direto do fato de que e* # 0 para todo z € C a seguinte proposigao:

Proposicao 3.2. A fungao exponencial é nao nula em todo o seu dominio C.

A proposigao a seguir pode ser encontrada em [FLANIGAN 1972] (1972, p.
121).

Proposigao 3.3. A funcao exponencial f(z) = e* é periddica de periodo 27i, isto é,

e*T2m — e* Yz € C.
Demonstracao. Dado z =z + yi € C, temos:

ez+2m em+yz+27rz

e:z:+z(y+27r)

= el‘ . el(y+2ﬂ-)

Da férmula de Euler, segue que:

et = e"(cos (y + 2m) + isen (y + 27))
= €*(cosy+iseny)
eZ

De modo analogo a demonstracao da proposicao 3.3 prova-se que

€Z — €z+27rz — ez+4m — 6z+67rz — .. = €z+2k:7rz _

Para o caso particular em que k£ = 1, temos que o periodo da funcao expo-
nencial é dado por 27, como visto anteriormente.

4. Funcoes trigonométricas complexas

Nesta segao, baseado em [FERNANDES 2008], apresentaremos as defini¢oes das
principais funcoes trigonométricas complexas, a saber: as fungoes seno, cosseno e
tangente.

Definicao 4.1 (Funcao seno). A fungao seno sen : C — C é definida por:
1z efiz

VzeC, senz = :

21
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£
Oy

==
Proposicao 4.1. Seja z € C, entao sen z = 0 se e somente se z = kr com k € Z.
Demonstracao. De fato, seja z = x + yi € C, temos que:
senz = sen(x+ yi)
i@ +yi) _ p—ila+yi)
21

e Y.(cosz +isenx) — eY.(cosx — i.senx)
21

(cosa) - | “2E0) o+ (isena) - [
= cosx) - s — 1Senx) - s —
21 21

_ (sena)- (#) + (icosz) - <#) |

Y4y Y _ oy
Vamos denotar A(y) = % e B(y) = %. Com isso, temos:
sen z = senx.A(y) + i.cos z.B(y). (11)

Observe que, A(y) > 0 para todo y € R, e B(y) = 0 se e somente se y = 0.
Continuando, de 11, sen z = 0 se e somente se

senx.A(y) =0 (12)

cosz.B(y) = 0. (13)

Da igualdade 12 e do fato que A(y) > 0, temos que senx = 0, isto é,
x = km com k € Z. Substituindo z = k7 em 13, devemos ter B(y) = 0, pois,
coskm # 0,Vk € Z. Assim, como B(y) = 0, temos que y = 0. Portanto, senz = 0
se e somente se z = k7 para todo k € Z. O

Proposicao 4.2. A fungao seno é periédica de periodo 27.

Demonstracao. Considerando a definicao da funcao seno, dado z € C temos que:

6z'(z—i—27r) _ e—i(z+27r)

sen(z+2m) = .
( ) 5
ez . ei(?ﬂ) — ez, ei(—27r)
- 2i
eiz - efiz
B 2i
= senz.
Portanto, a funcao seno é periédica de periodo 2. O
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Defini¢ao 4.2 (Funcao cosseno). A fungao cosseno cos : C — C é definida por:

eiz + e—iz
VzeC, cosz=————
Proposigao 4.3. Seja z € C, entdo cos z = 0 se e somente se z = 7/2+kxr com k € Z.
Proposicao 4.4. A funcao cosseno é periddica de periodo 2.

As demonstragoes das proposicoes 4.3 e 4.4 sao andlogas as realizadas nas
proposicoes 4.1 e 4.2, respectivamente.

Proposicao 4.5. As fungoes seno e cosseno nos complexos sao ilimitadas.

Demonstracao. Considerando que:

%1 —iz
e

cos (v +yi) = NVNz=x+yiecC. (14)

Tomando-se x = 0 em (14), segue que:

ei(yi) + efi(yi)

cos (yi)] = |—

eV +eY
2 ?

Note que, quando y cresce indefinidamente, e™¥ tende a zero, enquanto que
e¥ cresce rapidamente e, portanto, |cos (yi)| também cresce indefinidamente, isto é,
a funcao cosseno nao é limitada em C. m

De forma anélogo, prova-se que a funcao complexa seno ¢ ilimitada.
Definigao 4.3 (Funcao tangente). Seja A = {a € C:a # g + km,Vk € Z}. A funcéo
tangente tg : A — C é definido por:

el _ iz

Y € A, t = 0.
< gz Z(ezz + e—zz)

Proposicao 4.6. Seja z € C, entao tg z = 0 se e somente se z = km com k € Z.

SeEn z

Demonstracao. Seja z € C, sendo tgz = , das proposigoes 4.1 e 4.3, segue o

resultado. O

Proposigao 4.7. A funcao tangente é periddica de periodo 7.
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Demonstracao. Dado z € A, temos que:

tg(z+m)

ei(z+7r) _ efi(z+7r)

Z‘(ei(z-‘rw) + e—i(z+7r))

¥ 1z —m
e - e

Z’(eiz . eiTr + e—iz . €—i7r>

_e’Lﬂ'_ef

_eiz + e—iz
,l’(_eiz _ e—iz)
eiz _ e—iz
i(e” + e7%)

tg z.

4.1. Comparacao das funcoes seno, cosseno e tangente do ponto de vista real e

complexo

No que segue, apresentaremos uma tabela em que podemos comparar as proprieda-
des das fungoes seno, cosseno e tangente, do ponto de vista real e complexo.

Observe através da tabela que as principais propriedades da trigonometria

complexa sao iguais ao do caso real.

Observe ainda que as fungoes trigonométricas complexas seno e cosseno sao
ilimitadas, conforme proposicao 4.5, ao contrario do caso real.

Tabela 2. Comparacao das propriedades trigonométricas

cos’x + sen’xr = 1

cos’z + sen’z = 1

sen(z £ y) = senx cosx + cosx senx | sen(z + w) = senz cosw + cosz senw

cos(x £ y) = cosx cosy F senx seny

cos(z + w) = cosz cosw F senz senw

sen(—x) = —senx sen(—z) = —senz

cos(—x) = —cosx cos(—z) = —cosz
sen(z + m) = —senx sen(z +m) = —senz
cos(x + ) = —cosx cos(z + m) = —cosz

sen(f — 1) = cosx

sen(f — z) = cosz

cos(5 — x) = senw

cos(5 — z) = senzw

sen2xr = 2senxcosx

sen2z = 2senzcosz

2 2

CcoS2x = cos“x — sen‘x c0s2z = cos’z — sen’z
tgr +1 tgz + tgw
1 —tgx.tgy 1 —tgz.tqw
tg(—x) = —tgx tg(—z) = —tgz
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5. Consideragoes finais

Fizemos uma abordagem das funcoes trigonométricas complexas voltada para os
alunos e professores do Ensino Médio e das Licenciaturas em Matematica. Assim,
abordamos cada fungao apresentando suas defini¢oes, exemplos, proposicoes e pro-
priedades. Vimos ainda, que as principais propriedades no caso real sao também
validas para caso complexo, como por exemplo, a importante relacao fundamental,
sen® z + cos® z = 1. Mas também vimos duas propriedades de funcoes complexas
trigonométricas que diferenciam do caso real. Sao as fungoes seno e cosseno que,
ao contrario do caso real, no caso complexo sao ilimitadas. Diferenciando assim a
teoria das funcoes trigonométricas complexas da teoria das fungoes trigonométricas
reais.
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